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MIELI MOKYTOJAI! 


Jūsų rankose paskutinė „mėlynosios“ TEV „Matematikos“ serijos mokytojo knyga. Palyginę su ankstesnėmis 
išplėstinio kurso mokytojų knygomis, turėtumėte pajusti, kad ji yra šiek tiek „lengvesnė“, gal paprastesnė. Ją 
greičiau būtų galima vadinti mokytojo pagalbininke nei mokytojo knyga. 

Joje, pavyzdžiui, nerasite rekomendacijų, kaip kursą išdėstyti pamokomis, nepateikiame programos — tikimės, 
kad mokytojai su ja susipažinę (juk vadovėlis mokyklose jau nuo 2004 metų). Be to, programos nuolat keičiamos. 

Pripratusiems prie TEV rengtų mokytojo knygų, kris į akis tai, kad šioje nėra plačių teorinių samprotavimų 
ir metodinių patarimų mokytojams. Viena vertus, geriau, nei tai padarė Vilius Stakėnas, mes parašyti nesiti- 
kėjome. Kita vertus, paprastai baigiamosiose klasėse dirba jau prityrę mokytojai, kurie turi susiformavusias 
pažiūras į vieną ar kitą matematikos mokymo aspektą. Ir jokie pamokymai prabėgomis tų pažiūrų iš esmės ne- 
pakeis. O norintiems pagilinti savo žinias nuoširdžiai rekomenduojame bent pavartyti išplėstinio kurso vadovėlių 
„Matematika 11“ ir „Matematika 12“ mokytojo knygas. 

Rašant šią knygą, pagrindinis autorių tikslas buvo padėti mokytojui taupyti laiką, išvaduoti jį nuo (kartais) 
ilgų ir varginančių aritmetinių skaičiavimų, nuo galimų klaidų. Stengėmės nepiršti savo nuomonės — visos 
pastabos yra labiau patariamosios nei metodologinės. 

Pagrindinis akcentas knygoje skiriamas uždavinių sprendimui. Visi jie buvo dar kartą perspręsti, deja, ne visi 
po du kartus. Todėl, jei rasite klaidelių ar netikslumų, prašome nepasididžiuoti ir parašyti autoriams (leidyklos 
adresu). Aktyviausius kritikus paskatinsime naujais TEV leidiniais, kuriuose, tikimės, naujų klaidų nebebus. 

Spręsdami ir aprašydami uždavinius laikėmės tokių principų: 

e visiškai lengvų ar lengvai sprendžiamų uždavinių — nurodyti tik atsakymus; 

e vieno tipo ar panašių uždavinių — pateikti tik vieno kito sprendimus, likusiųjų — tik atsakymus; 

+ „spalvotų“ ar sunkesnių (mūsų požiūriu) uždavinių — pateikti išsamesnius sprendimus; kai kur gal net erzins 

nuoseklūs skaičiavimo veiksmai — bet pripažinkite, kartais patogu turėti po ranka tokią „paruoštukę“. 

e prie kai kurių uždavinių yra pastabos, patarimai mokytojams ar priminimai — jų tikrai nedaug ir jie atspindi 

tam tikrus išskirtinius momentus. 


Knygos pabaigoje pridėjome porą galimų kontrolinių darbų variantų. Jie rengti atsižvelgiant į ankstesnių 
metų mokyklinio egzamino užduotis, bet, žinoma, gali nieko bendro neturėti su būsimosiomis užduotimis. 
Tiesiog tai vienas iš būtų patikrinti mokinių pasirengimą baigiamajam egzaminui. Manytume, kad pagal šiuos 
pavyzdžius kiekvienas mokytojas gali parengti ir daugiau kontrolinių užduočių rinkinių. 

Linkime sėkmės ir tikimės, kad ši knyga kažkiek palengvins Jūsų darbą! 


AUTORIAI 


Aiškinamąjį skyrelio tekstą galima skirti savarankiškam e 
nagrinėjimui. Sprendžiant 2-6, 10, 11 užduotis, pakar- 
tojama geometrijos medžiaga. " 
Mokiniai turétu: 


1. Aibés 


1.1. Aibiu sajunga ir sankirta 


PRATIMAI IR UZDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 1-4, 9, 10. 
Vidutinis lygmuo: 5, 6. 
Aukštesnysis lygmuo: 7, 8, 11. 


1. 


a) Visos savaitės dienos; b) savaitgalio dienos; c) daugiakampių aibė; d) natū- 
raliųjų skaičių aibė; e) tuščia aibė. 

d) Kur yra taškai nuo vieno kurio nors taško nutolę atstumu, ne didesniu negu 
3 cm (t.y. lygiai per 3 cm arba arčiau) ir ne mažesniu negu 2 cm (t.y. lygiai 
per 2 cm arba toliau), matome nusibraižę du koncentrinius apskritimus, kurių 
spinduliai 2 cm ir 3 cm. 

1) Iš taško O, kaip centro, brėžiame apskritimą, kurio spindulys 3 cm. Visi 
taškai ant apskritimo ir jo viduje bus ne toliau kaip per 3 cm nuo taško O. 
(Užbrūkšniuojama viena kryptimi.) 

2) Iš to paties taško O brėžiame apskritimą, kurio spindulys 2 cm. Visi taškai 
ant apskritimo ir jo išorėje bus nutolę nuo O atstumu ne mažesniu negu 2 cm. 
(Užbrūkšniuojama kita kryptimi.) 

3) Abi sąlygas tenkina taškai esantys žiede ir ant apskritimų. (Užbrūkšniuojama 
abiem kryptimis). 

Atsakymai. 

a) Taškai, vienodu atstumu nutolę nuo atkarpos galų yra atkarpos vidurio stat- 
menyje (M D) (žr. 1 pav.). 


1 pav. 2 pav. 3 pav. 


b) Taškai, vienodu atstumu nutolę nuo abiejų Kampo kraštinių yra to kampo 
pusiaukampinėje (C M) (žr. 2 pav.). Stipresnieji mokiniai turėtų nurodyti tiks- 
lesnį atsakymą: ... yra tiesėje, einančioje per kampo pusiaukampinę. (žr. 
3 pav.) 

c) Taškai, vienodu atstumu (r) nutolę nuo kurio nors taško, yra ant apskritimo, 
kurio centras ir yra nurodytas taškas (žr. 4 pav.). 


4 pav. 5 pav. 6 pav. 


e) Tų tiesių sudaromų kampų pusiaukampiniu (MN ir PK) taškai (Zr. 5 pav.). 
f) Tiesė, lygiagreti duotosioms tiesėms, ir vienodai nuo jų nutolusi (M N) (žr. 
6 pav.). 


Pasinaudokite 2 uždavinio atsakymais: 3a) — 2a), 3b) — 2b), 3c) — 2c). 


išsiaiškinti, kaip matematikoje suprantama aibė, pa- 
teikti įvairių aibių pavyzdžių; 

paprasčiausiais atvejais nusakyti žodžiais ir užrašy- 
ti, panaudodami simbolius, aibių sąjungą ir sankirtą. 


J 
fig 
J 


Priminkite mokiniams, 

kaip atkarpos vidurio statmuo ir pu- 
siaukampinė brėžiami skriestuvu ir 
liniuote. 


1.1. Aibių sąjunga ir sankirta 


10. 


11. 


a) Taip; b) ne; c) taip; d) ne. 

a) Taip; b) ne, nes lygiašonio trikampio dvi kraštinės lygios, o lygiakraščio 
lygios visos trys kraštinės; c) taip, nes stačiakampis yra keturkampis; 

d) ne, nes kvadratų aibei priklauso tik tie stačiakampiai, kurių visos kraštinės 
lygios; e) taip, nes kvadratų kampai statūs, todėl visi kvadratai yra stačiakam- 
piai. 


a) Ne; b) taip — kvadratai; c) taip — statūs lygiašoniai trikampiai. 


Drambliai 


Tai truputėlį nematematinė užduotis. Ar auksas būtinai blizga? Matyt, galime 
laikyti, kad nebūtinai... 

Bet čia iš teiginio: 

„Ne visa auksas, kas blizga“ galima jausti, kad yra duota, jog: 

„Kas auksas — tas blizga“, bet: „Kas blizga — tai nebūtinai auksas“. 

Todėl, atmesdami filosofiją, jog auksas gali ir neblizgėti, gauname: 


Blizga 


Bet jei laikysime, kad auksas gali ir neblizgėti turėtume: 


Ce 


Iš antrojo šio vadovėlio klausimo aišku, kad iš pateiktų atsakymų gali būti tei- 
singas tik vienas. Nesunku susigaudyti, kad autoriai teisingu laiko atsakymą C. 


a) AU B = (var.š,k.ė,t.i.s), AN B = {rè}; 
b) AU B = {s,a,l,d,u,k,r,t,}, AN B = {a,u}; 
c) A UB = {k,0,v,a,s,u,p,è}, AN B = Ø. 


a) Atkarpa BC; b) spindulys AD; c) taškas B; d) visa tiesė a; e) tuščia aibė; 
f) visa tiesė a. 


a) A N B — stačiosios trapecijos (nes jos yra keturkampiai): A N C — visi 
stačiakampiai (nes jie yra keturkampiai ir turi daugiau kaip du stačius kampus): 
AN D — rombai, kurių kampai statūs, t. y. kvadratai: A N E — lygiagretainiai, 
kurių kampai statūs, t. y. stačiakampiai: ANF — tuščia aibė, nes nėra trikampių, 
kurie turėtų du stačiuosius kampus; 

b) Aibę AU B galima nusakyti taip: 1) keturkampiai, turintys bent du stačiuo- 
sius kampus ir visos nestačiosios trapecijos (stačiosios jau įeina į keturkampių, 
turinčių bent du stačiuosius kampus aibę); 2) stačiakampiai, stačiosios trapeci- 
jos ir keturkampiai, kurių du priešingieji kampai yra statūs (Zr. pav. dešinėje); 
AUC — keturkampiai, turintys bent du stačiuosius kampus (stačiakampiai jau 
įeina į aibę A): A U D — keturkampiai, turintys bent du stačiuosius kampus 
ir rombai, neturintys stačiųjų kampų: A U E — keturkampiai, turintys bent 
du stačiuosius kampus ir lygiagretainiai, neturintys stačiųjų kampų, A U F — 
keturkampiai, turintys bent du stačiuosius kampus ir statieji trikampiai; 

c) Bendrų elementų neturi: 1) keturkampių ir trikampių aibės: A ir F; B ir F; 
Cir F; Dir F; E ir F; 2) trapecijų ir lygiagretainių aibės: B ir C; B ir D; 
Bir E. 


Prieš sprendžiant 4—6 uždavinius, 
priminkite mokiniams juose mi- 
nimų geometrinių figūrų apibrėži- 
mus. 


Pasiūlykite mokiniams 
nusibraižyti bent po kelis kiekvie- 
nos aibės elementus. 


MENT A 


1.1. Aibių sąjunga ir sankirta 


1.2. Skaičių aibės 


Skyrelyje pateikiama medžiaga mokiniams nėra nau- «+ mokėti užrašyti skaičius standartiniu pavidalu, sky- 
bet pakartoti reikia nemažai sąvokų ir procedūrų. rių suma, parašyti kelis skaičiaus kartotinius ir da- 


ja, 


Prie uždavinių pateiktą teoriją mokiniai gali nagrinėti 
savarankiškai. 
Mokiniai turėtų: 


liklius, palyginti, suapvalinti nurodytu tikslumu rea- 
liuosius skaičius, apskaičiuoti skaičiaus procentus; 


e suvokti realiųjų skaičių aibės struktūrą, gebėti pa- 


žinoti, kas yra skaičiaus kartotiniai ir dalikliai, kurie teikti pavyzdžių skaičių, priklausančių vienai ar ke- 
skaičiai yra lyginiai, kurie nelyginiai, kurie pirmi- lioms aibėms ir nepriklausančių kitoms skaičių ai- 
niai, kaip išskaidyti skaičių pirminiais dauginamai- bėms. 

siais; Pvz. 3e N,3e€Z72, 3e Q, 3e R,bet3g I. 


PRATIMAI IR UZDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 12, 13, 16, 20, 25, 26a,c,d, 27a, 28, 31, 33, 35, 36, 40-43a, 


45, 


48. 


Vidutinis lygmuo: 14, 15, 17, 18, 21-24, 26b, 27b, 29, 30, 32, 34, 37, 39, 41d-f, 
43b,c, 46a. 
Aukštesnysis lygmuo: 44, 46b, 47. 


12. 


13. 


14. 


17. 


1)a) 10-5+1; b) 1094-0; e) 100.9 4- 10-577: d) 100.9 34-10-04-3; e) 
10000 - 1 + 1000 - 0 + 100 - 0 + 10 - 0 + I; f) 100000000 - 1 + 10000000 : 2+ 
--1000000 - 3 + 100000 - 4 + 10000 - 5 + 1000 - 6 + 100 -7 + 10 - 8 + 9; 

2) cba = 100c + 10b +a. 

f) Surašome kartotinių aibės pirmuosius elementus didėjimo tvarka: 

6 kartotiniai = (6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, ...]; 

5 kartotiniai = (5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60. 65, ...]; 

4 kartotiniai = (4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, ...). 
4 ir 5 kartotinius pabraukéme vienu brūkšniu, o 5 ir 6 kartotinius — dviem 
brūkšniais. Skaičius, kuris pabrauktas trim brūkšniais, yra visu trijų skaičių 
kartotinis. Toks yra skaičius 60. 

Atsakymai. a) (4, 8, 12, 16, ...), 4n, kai n € N; 

b) (6. 12, 18, 14, ...), 6n, kai n € N; 

c) (20, 40, 60, 80, ...}, 20n, kai n € N; 

d) ir e) {12, 24, ...}, 12n, kai n € N; 

f) (60, 120, 180, ...), 60n, kai n € N. 

NusibraiZykime brėžinį ir išsirašykime atstumus, kuomet žingsniai sutampa. 
a) Po 1, 2, 3, 4, ... žingsnių Arnas bus nužengęs: 75, 150, 225, 300, 375, 450, 
525, 600, 675, ... centimetrų, Rūta — 60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 
540, 600, ... centimetrų (pasikartojančius atstumus pabraukéme). 

b) Pirmą kartą žingsniai sutaps, kai abu nueis po 300cm. Arnas nužengs 
300 : 75 = 4 žingsnius, Rūta — 300 : 60 = 5 žingsnius. 

Atsakymai. a) Žingsniai sutaps kas 300cm = 3m; b) 4 ir 5. 

a) po 120d.; b) kas 20m; kas 12 m. 


1) Iš 2 dalijasi skaičiai 102, 104, 116, 150, 258, 260, 396, 111222, 1 112220. 
Iš šių lyginių skaičių išrenkame tuos, kurie dalijasi iš 3: 102, 150, 258, 396, 
111222, 1112 220, tai ir yra dalūs iš 6 skaičiai. 

Atsakymai. 1) a) 102, 104, 116, 150, 258, 260, 396, 111222, 1 112220; 

b) 102, 150, 258, 333, 396, 111111, 111222, 1 112220; 

€) 104, 116, 260, 396, 1112220; 

d) 150, 260, 1 111 115, 1 112220; 

e) 102, 150, 258, 396, 111222, 1112220; 

f) 333, 396, 111222, 1112 220; 

g) 150, 260, 1 112220. 

2) Nelyginius skaičius galime užrašyti 2n + 1, čia n = 0,1, 2,..., arba 2n — I, 
čia n € N. 

€) Visi natūralieji skaičiai dalijasi i$ 1. Kad skaičius dalytusi iš 2, i$ 3 ir iš 
5 — (pirminiai skaičiai), jis turi būti lygus 2 - 3 - 5 sandaugai, kad dalytusi iš 
4 = 2-2, reikia dar vieno dauginamojo 2. Skaičius 2-2 -3 - 5 = 60 dalysis ir 
iš 6, nes jis dalus ir iš 2, ir iš 3. 

Atsakymai. a) 6; b) 12; c) 60; d) 2520. 


N — natūraliųjų skaičių aibė 
Z — sveikųjų skaičių aibė 

Q — racionaliųjų skaičių aibė 
I — iracionaliųjų skaičių aibė 
Q U I — realiųjų skaičių aibė 
(žymima R) 


Rūtos žingsniai 
60 60 60 60 60 


75 75 75 75 
Arno žingsniai 


Priminkite mokiniams 

dalumo iš 2, 3, 5, 10 požymius. 
Dalumo iš 4 požymis: 

skaičiaus paskutiniųjų dviejų skait- 
menų sudaromas skaičius dalijasi iš 
4 arba tie skaitmenys yra O. 
Dalumo iš 6 požymis: 

skaičius dalijasi ir iš 2, ir iš 3. 


Pastaba 

16 uždavinio punkte 2) įsivėlė ra- 
šybos klaida: turi būti žodis „lygi- 
nius“. Atsiprašome. 


1.2. Skaičių aibės 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


Aišku, kad 15 = 3-5, 27 = 3.3.3, 100 ir 102 dalijasi iš 2. Pasinaudodami pa- 
tarimu vadovėlyje: pakanka dalyti iš skaičių ne didesnių kaip pusė nagrinėjamo 
skaičiaus, ištiriame kitus skaičius. Tikriname ar 103 yra pirminis skaičius. Da- 
lijame iš skaičių ne didesnių kaip 103 : 2 < 52, t.y. iš 2. 3. 4. .... 49, 50, 51. 
Galima pasinaudoti skaičiuokliu, bet galima mokiniams pasiūlyti ir pamąstyti. 
103 nelyginis, tai jis nesidalija iš visų lyginių skaičių (iš 4. 6. 8. .... 44. 46. 
48, 50); 103 nesidalija i$ 3 (skaitmenų suma 1 4- 3 = 4 nesidalija iš 3). tai 103 
nesidalija ir iš 3 kartotinių; nesidalija iš 5, tai nesidalija ir iš 5 kartotinių. Da- 
lydami nustatome, kad 103 nesidalija iš pirminių: 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. 
37, 41, 43. Toliau nedalijame, nes kiti skaičiai yra jau pasirinktųjų kartotiniai 
(44, 46, 48 ir 50 — lyginiai skaičiai, 45 — 5 kartotinis, 49 — 7 kartotinis, o 51 
— 3 kartotinis). Išvada: 103 dalijasi tik iš 1 ir iš savęs, todėl jis yra pirminis 
skaičius. Paprasčiausia žinoma pažiūrėti į pirminių skaičių lentelę... 
Atsakymas. 11, 29, 101, 103. 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 
83, 89, 97. 


a) 60 = 2? -3 - 5; b) 90=2-32-5; e) 2310 2 2.3.5.7. 1h; 
d) 15912 = 2? . 3? . 13 - 17. 


b) Taikome Euklido algoritmą: 48 : 30 = 1 (liekana 18), 30 : 18 = 1 (liekana 
12), 18 : 12 = 1 (liekana 6), 12 : 6 = 2 (liekana 0). Paskutinė nelygi nuliui 
liekana 6, tai DBD(30, 48) = 6; 

e) Skaičius išskaidykime pirminiais dauginamaisiais: 


72| 2 120| 2 168| 2 
36 60 84 
18 30 42 
9 15 21 
3 5 7 
1 1 1 
Išrenkame visus bendrus skaičių daliklius: 2, 2, 2, 3. 
Vadinasi, DBD(72, 120, 168) =23-3 =8-3 = 24. 
Atsakymai. a) 12; b) 6; c) 18; d) 36; e) 24. 


a) 24; b) 72; c) 216; d) 11695320; e) 2530. 
14cm x 14cm, nes 14 yra 224 ir 154 didZiausiasis bendrasis daliklis. 


a) Apskaičiuojame 1°C padalos verte: 1°C = (80 : 100) ^R = 0,8?R, 

tai 30°C = (30- 0,8)?^R = 24?R; 

1°C = (212 — 32) : 100)?F = (180 : 100)?F = 1,8°F, 

tai 30°C = (30 - 1,8 + 32)?F = 86°F. 

1°C = ((373 — 273 : 100 K = (100: 100K = 1K, 

tai 30°C = (30 4-273) K = 303K. 

b) I3K = (-273 + 13)?C = —260?C, 

Atsakymai. a) 24°R, 86°F, 303 K; b) 13K = —260?C; c) Ty — Tc + 273, 
Tc =Tx — 273. 


a) C2, EG), G(4), B(-1), F(-3), H(-4); 

b) 5; 7; 131; 5; 7; 131. Teigiamojo skaičiaus modulis lygus pačiam skai- 
ciui. Neigiamojo skaičiaus modulis lygus jam priesingam skaičiui. Priešingųjų 
skaičių moduliai yra lygūs. 
c) OG = 4, OF = 3, AE 
d) MN = |m - nl. 


NN 
NUNN 
NUNN 


2, BH =3, CD = 4, GF = 7, 


b) Randame trupmenų skirtumą: 


n? -2n — i? - 2n - 1 
(n+ 1)(n +2) 


n n4+1 
n+1 


B n(n 4-2) — (n 4 1)(n 4-1) 
n+2 (n + D( +2) i 
1 
= ———————— «0 

(n + 1)(n 4-2) 
Skirtumas neigiamas, todél antroji trupmena didesné uZ pirmaja. 
Galima spęsti ir taip. 
Raskime, kiek trupmenos skiriasi nuo vieneto: 


n n4l n 1 | 
+i +i nl n+l 


l 


Pastaba 

Turint laiko ir norint, kad mokiniams 
būtų vaizdesnis sprendimas, galima 
surašyti visus skaičius ir išbrauki- 
nėti 2, 3, 5 ir t.t. kartotinius. 


Pastaba 

Norėdami išsiaiškinti, kuris skaičius 
a ar b didesnis, ieškome jų skirtu- 
mo. Jei a — b > 0, tai a > b, jei 
a—b <0, taia <b. 


Pastaba 

Prieš sprendžiant, galima palyginti 
kelias konkrečias tokio tipo trupme- 
nas, pvz., i ir 2, 2 ir 2, o po to 
nagrinėti bendrąjį atvejį. 
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1.2. Skaičių aibės 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


l ntl n+2 ntl | | 
n+2 apa n+2 n42 
Todėl, 
1 1 
2; 
n+1 n+2 


nes jei trupmenų skaitikliai lygūs, tai didesnė ta trupmena, kurios vardiklis 
mažesnis, o n + 1 < n 4-2. Antroji trupmena mažiau skiriasi nuo vieneto, tai 
ji didesnė. 

c) Trupmeną 3 xxx 1 galima suprastinti išskaidžius jos skaitiklį ir vardiklį dau- 
ginamaisiais. Bet galima, suradus kelis bendrus daliklius, prastinti nuosekliai: 
nesunku pastebėti, kad šios trupmenos skaitiklis ir vardiklis dalijasi iš 2 ir iš 9, 
t.y. iš 18, ir t.t. 


374220:18 | 20790:9  2310:3  770:7  110:11 10 
261954:18  14553:9  1617:3 539:7 77:11 7^ 
Afaia 


120. 135. 144. 150. 160. 162. py n+ n 3. 10. 10. 
a) R 130: [80^ TRO T8O' T8O^ T80° T80> D) 2 7 aD 3, 3T 


d) 0,4; 0,75; 2,6; 0,(714285); 0,7; 5,75; 0,(009); 0,(307692); 0 


357^ 


b) x22,0)x = 2:7 .2.,10x 227,711. 
lOr — x — 2ITEL S R S SL 225, x BAL 
x = 0,9(1), x 20,9111, 10x = 9,111..., 100x = 91,111..., 


100x — 10x — 91,111 — 9,111, 90x = 82, x = $; 
x = 0,2134), x = 0,213434.. ., 100x = 21,3434... ., 
10000x — 100x = 2134,3434 — 21,3454, 9900x = 2113, x = a. 


7. 99.12 6. ,1. 3 
Atsakymai. a) à; 2. 19 TO: 10 == 15 To 


. 2. 91. li. 41. 2113 
b) 1: 5: 24: H: $ 99 


a) 1926 skaičiaus 20 lygus 20 : 100 = 20 -0,01 = 0,2; 
15% skaičiaus 20 lygūs 20: 45; = 20-0,15 = 3; 
15% skaičiaus 75 lygus 75 - i = 2 = 11,25; 


1596 skaičiaus 110 Ligen 110. Tu x — 16,5 
1596 skaiciaus š lygūs 5 - To = 0,09. 
15% skaičiaus 21 lygüs 4 c i5 = D 


mde A p procentų apskaičiuojame taip: dydį A dauginame iš p šimtųjų, 
A: 160: 

b) 1%o skaičiaus 10000 lygi npa 
21960 skaičiaus lygi 10000 - E = 10000 - 0,021 = 210. 
2196o skaičiaus 2200 lygi 2200 - ; Tn = 46,2. 

11760 skaičiaus € lygi 222- n — 4,662; 


21960 skaičiaus 1 E lygi 4 B., Tao = = 5. 


Dydžio A p promilių apskaitanojame taip: skaičių A dauginame iš p tūkstan- 
tujų, A- ro; 


l . 
1d; = 10000 - 0,001 = 10; 


3=57:3 =57-Į = 
b lygi 57 : 3, o visas skaičius b yra 7 kartus didesnis, b = X. 7 arbaa =b : 3) 
Atsakymai. a) a = 1029; b) b = 133; c) A = 


1) Kai a = 1,25b, tai a — b = 1,25b — b = 0,25b > 0 (sąlygoje pasakyta, kad 
b > 0), skirtumas a — b teigiamas, tai a > b. 

2) Skaičių a gauname b padauginę iš 1,25, t.y. a = b. 1,25 = b .- B arba a 
yra 12596 skaičiaus b. Skaičius a už b didesnis 2596 = 12596 — 100%. Kitaip: 
jei a = b + 0,25b, o skaičius 0,25b yra n skaičiaus b arba 2596 skaičiaus b, 
todėl a už b daugiau 25%. 
Atsakymai. 1) a > b; 2) 2590; 3) a = 


b) Jei a yra i skaičiaus b, tai b = a: 133 G skaičiaus 


28,75; 4) b = 8,8. 


a) Turtas po metų padidės 10% ir bus 110% pradinio turto: 
1425000 - 1,1 = 1567500 Lt; 

b) Turtas po metų sumažės 10% ir bus 90% pradinio turto: 
1425000 - 0,9 = 1282500 Lt. 

Atsakymai. a) 1 567 500 Lt; b) 1 282 500 Lt. 


10000x = 2134,3434..., 


Pastaba 

27b) uždavinio sąlygoje paskutinia- 
me skaičiuje trūksta kablelio, — tu- 
rėtų būti 0,21(34). 


Priminkite mokiniams 
Ieškodami skaičiaus dalies, skaičių 
dauginame iš trupmenos reiškian- 
čios tą dalį. 


Priminkite mokiniams 
Ieškodami skaičiaus, kai žinoma jo 
dalies reikšmė (nurodytos trupme- 
na), tą reikšmę dalijame iš trupme- 
nos, atitinkančios tą dalį. 


1.2. Skaičių aibės 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
37. 


38. 


39. 


40. 
41. 


a) Įrodymas. Pastebėkime, kad keturkampis O K AL yra rombas, visos jo kraš- 
tinės lygios, nes lankus brėžėme tuo pačiu spinduliu. Rombo įstrižainės dalija 
viena kitą pusiau, vadinasi, taškas B yra vienetinės atkarpos O A vidurio taškas. 
b) Skaičius 1j bus atkarpos, kurios galai yra taškuose 1 ir 2, vidurio taške; 
skaičiaus i vieta nustatysime atkarpą OB padaliję pusiau, o skaičiaus i — 
padaliję atkarpą B A pusiau. 

c) Įrodymas. Pasinaudojame Talio teorema: Jei dvi lygiagrečios tiesės CC; 
ir EE, kerta kampo EO E, kraštines, tai atkirstos atkarpos yra proporcingos: 
OC: OE = OC, : OE,. Kadangi OC: OE = L tai ir OC, : OE; = t. Iš 
čia gauname, kad OC, = 1O Ej. Kadangi OE, = I, tai OC, = 4. ir t.t. 

d) Skaičius 3 bus taške Dj, skaičių i pažymėsime 4 kartus atidéje atkarpą lygią 
i (atkarpą OC|). Atidedant 3 teks spindulyje atsidéti 7-ias lygias atkarpas, o 
atidedant d — reikės 111-os lygių atkarpų. 


1) a) 5 - 10°; b) 3 - 106; 0) 2,7 - 10°; d) 7-1072; e) 2,7. 1073; 

f) 8,41 - 10-!!. 

2) a) 4,11 - 10/6; b) 1,99 - 1099: c) 9,11 - 107°}; d) 1,5. 10776: e) 7,5 - 10! . 
3Jx<l;x 210; 1 <x < 10. 


a) 18 kvintilijonų 446 kvadrilijonai 744 trilijonai 73 milijardai 709 milijonai 
551 tūkstantis 616; 

b) 1) gigatona — milijardas tonų; nanometras — milijardinė metro dalis; 
dekagramas — dešimt gramų; pikolitras — trilijoninė litro dalis; 

2) a) 58 000t— 58 kt; 3080 t = 3,08 kt; b) 200 £ = 2 h£; 3100 £ = 31 h£; 

€) 0,000 000 008 m = 8 nm; 0,0005 m = 500 000 nm; 

d) 2000000t — 2 Mt; 4050000t = 4,05 Mt. 


Dažniau sutinkami pavyzdžiai būtų 27; V5; x42, 


Pavyzdžiui, x* = 8; x +2 = 27. 


J/2 43 
a) PavyzdZiui, $, — z R2, C = 2x R; b) tikslesnė 2. 
c) visi santykiai lygūs 5. 


Iracionalusis skaičius 1,112113114..., sudaromas po kablelio rašant 11, o po to 
skaičių 2, tada vėl 11 ir 3, vėl 11 ir 4,.... 

Iracionalusis skaičius 2,101001000..., sudaromas po kablelio rašant 10, 100, 
1000, ... Skaičius 1,123123123... nėra iracionalus, nes akivaizdus periodas 
(123), o skaičius 2,1010010009999... irgi ne iracionalus, nes baigiasi vien 
devynetais. 

Atsakymas. 1,112113114... ir 2,101001000... . 


Da-b;2a-cb;3)a-—b;4)a»b. 


3 


š 2 i 2 
a) Kadangi 5 > 5, tai — 


P4 


2. à. 

7 T 

b) Kadangi 7 > 5, tai $ > 3; 

c) Lyginame skaičių modulius |—0,3| < |-0,333...|, 0,3 < 0,333..., todėl 
—0,3 > —0,(3); 

d) Galima periodinę trupmena pasiversti paprastąja: x = 0,8181..., 100x = 
81,8181...., 99x —81, x = Bo = i = 0,(81); Bet galima ir 9 dalyti iš 11 ... 
e) Keliame skaičius kvadratu: (V2)? = 2, (1,41)? = 1,9881, 2 > 1,9881. 
Galima pasinaudoti ir skaičiuokliu: 4/2 = 1,414213562 > 1,41. 

f) Palyginame skaičių modulius pakeldami kvadratu: (101? = 11 ir Gi» = 
= (19)? = 3$ = 10,24, 11 > 10,24, tai —/I1 < —34. 

Atsakymai. a) -Ž > —3; b) $ > 3: €) —0,3 > —0,3); d) 4 = 0.(81); 
e) V2 > 1,41; f) —VII < -3 


1 
5- 


[e] 


Priminkite mokiniams 

e Jei skaičiai neigiami, tai didesnis 
tas, kurio modulis mažesnis. 

e Jei trupmenų skaitikliai lygūs, tai 
didesnė ta trupmena, kurios vardik- 
lis mažesnis. 

e Jei trupmenų skaitikliai ir vardik- 
liai skirtingi, tai, norėdami palygin- 
ti trupmenas, jas patogu subendra- 
vardiklinti. 

e Jei teigiamas skaičius a > b, tai ir 
a? > b? ir atvirkščiai: Jei teigiamo 
skaičiaus kvadratas a? > p, tai ir 
a >b. 
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1.2. Skaičių aibės 


42. Spresdami galime pasinaudoti prisimintais teiginiais: 
a) pagal (1), P < 75, nes 5 $7! x78 (—7)8 < 7!2. nes (=7)B 
neigiamas skaičius, jis visada mažesnis už bet kokį teigiamą skaičių; 
Palyginame modulius: 78 < 79. tai —78 > —7?, nes kai abu skaičiai neigiami, 
tai didesnis tas skaičius, kurio modulis mažesnis. 
b) pagal (2), dy > (Lp, kadangi 1 < l; 
c) pagal (3), 99 > 85, nes 9 > 8; 1710 > 16,9100; (./3)5! ir |, (7)9!, 
Palyginti laipsnių pagrindus galime ir naudodamiesi skaičiuokliu: 
4/3 6 1,792. LO 08 1/7715. V3 < 1,(7), tai (V3)! < CLOYPT. 
Atsakymai. a) P < 5, 71 « 702, (—7)D «712, 58 > 79. 
b) (5 > Gy G? > GP. 0,9119 < 0,9110; 
©) 95 > 85, 171% > 16,9100, CPP < dy 
d) 0,5? > 0,4?, (2)19 < (2)/9, 2,2)! > (91)100. 


43. Ne visi šio pratimo skaičiai pateikti standartine išraiška: a - 10", 1 <a < 10 
(n — vadinamas skaičiaus eile). Dažnai skaičius galima lyginti remiantis 10-ties 
laipsnių rodikliais ir daugikliais. 

Atsakymai. a) 1,3 -105 < 1,3- 107, 2. 10? < 5-10, —3,1 - 10^ > —3,1 - 106; 
b) 0,5: 107! > 0,5. 1073, 3. 1074 < 7. 1074, —0,1 - 107? < —0,1 - 1075; 
c) 41-10 > —4,1- 10, 2,7. 10? > 2,7 - 107°, 0,2 - 1019 < 2,0. 100, 


44. Į uždavinio klausimus galima atsakyti panagrinéjus pavyzdžius: 
a) Pvz.: A21 > VS; NE > V 
Jei ya > Vb, ti a >b;n e N,.n 22. 


b) Pvz.: 27 > 3/27, V625 > 3/625. 
Jei /a > "/a, tai n < m; m, n € N, m, n Z 2. 


45. a) 16,004; 75,507; 31,471; 508,008; 100,000; 
b) 16,00; 75,51; 31,47; 508,01; 100,00; 
€) 16,0; 75,5; 31,5; 508,0; 100,0; 
d) 16; 76; 31; 508; 100; 
e) 20; 80; 30; 510; 100. 


46. 1) a) Deguonies tankis 1,43 = 1,4 (kg/m?), absoliucioji paklaida |1,4 — 1,43| — 
0,03 (kg/m3). Vandenilio tankis 0,09 = 0,1 (kg/m?), absoliučioji paklaida 
[0,1 — 0,09| = 0,01 (kg/m?). 
b) Benzino tankis 0,712: 0,7 (g/cm?), tai absoliučioji paklaida |0,7 — 0,71| = 
= 0,01 (g/cm?). Santykinė paklaida: 


[0.7-0.71] | 001 1 4 
—7— = 703 = > ~ 0.01428. 


2) Reiksdani santykinę paklaidą procentais, paklaidos reikšmę dauginame iš 
100. 

Atsakymai. a) 0,03 (kg/m?), 0,01 (kg/m?); b) 1) 0,01428, 0,00369; 2) 1,4396 
ir 0.3796. 


47. 1) Pasižymime atlyginimą raide A. 
Randame, kad pirmoje valstybėje — 854,50 < A < 855,49, 
antroje — 845,00 < A < 854, 00. trečioje — 850,00 < A < 949,00. 


2) 50 euro ct, 5 eurai, 50 eurų; 22, zu oU 


48. 1) 0,0008. 
2) 


Priminkite mokiniams 

(1)Jeia > lirn > m,taia" > a", 
m,n € N. 

(2) Jei 0 <a < l, ir n > m, tai 
a" < a". m, n € N. 

(3) Jei a > b > 0, tai a” > b", 
ne N. 


Priminkite mokiniams 

e Jei skaičiai parašyti standartine iš- 
raiška, tai didesnis yra tas teigiama- 
sis skaičius, kurio eilė didesnė. 

e Jei skaičių eilė vienoda, tai lygi- 
name pačius skaičius. 


Babiloniečių metodu Skaičiuokliu Paklaida 

a) V30 = V235 +5 x 5+% =5+3=5,5 V30=5,477 [5.5 — 5,477| = 0,023 

b) V69 = V64 +5 ~ 8 + 55 = 8,313 V69 = 8,307 [8.313 — 8,307| = 0,006 
c) V82 ~ 9 + i = 9,056 V 82 = 9,055 (9.0556 — 9,0554| = 0,0001 
d) /125 = 11,182 11,180 0,002 

e) V139 = 11,818 11,790 0,028 


1.2. Skaiciu aibés 
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1.3. Veiksmai 


Nagrinėdami skyrelio medžiagą mokiniai pakartoja ^ žinoti laipsnių, kurių rodikliai racionalieji skaičiai 
veiksmus su realiaisiais skaičiais ir paprasčiausių lyg- savybes, logaritmo apibrėžimą, reikalavimus polo- 
čių sprendimą. Naujos yra n-ojo laipsnio šaknies, garitminiam reiškiniui ir logaritmo pagrindui; 
laipsnio trupmeniniu rodikliu ir logaritmo sąvokos. 
Aiškinant laipsnių racionaliaisiais laipsnių rodikliais 
savybes, reikėtų pabrėžti, kad: veiksmų su laipsniais, 
kurių rodikliai yra sveikieji skaičiai, taisyklės galioja , pasinaudoti skaičiuokliu laipsnių racionaliuoju ro- 
ir laipsniams su trupmeniniais rodikliais; n-ojo laips- 
nio šaknų savybės analogiškos kvadratinių ir kubinių 
šaknų savybėms. 

Logaritmo ir n-ojo laipsnio šaknies sąvokos aiškina- + spręsti paprastas realiųjų skaičių sudėties, atimties, 
mos, kaip atvirkščias veiksmas kėlimui laipsniu. daugybos, dalybos, kėlimo laipsniu užduotis, taikyti 
Išnagrinėję skyrelio medžiagą mokiniai turėtų: logaritmo apibrėžimą. 


e mokėti apskaičiuoti logaritmo reikšmę, kai ji yra 
sveikasis skaičius; 


dikliu ir dešimtainių logaritmų apytikslėms reikš- 
mėms rasti; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 49-54, 59a-e, 65, 68, 70, 71, 73, 74, 76-79, 81-84, 87-89. 
Vidutinis lygmuo: 56, 58, 63, 64, 66, 69, 72, 75, 80, 85, 91. 
Aukštesnysis lygmuo: 57, 60-62, 67, 86, 90, 91. 


49. a)Jei m e Zion e Z, tai m+n € Z (Z — sveikųjų skaičių aibė); 


b) Jei m € Q, n € O, tai m +n € O (O — racionaliųjų skaičių aibė); e 
c)jei m € N, n e N, tai m — n € Z (dviejų natūraliųjų skaičių skirtumas gali 
būti ir ne natūralusis skaičius. Pvz.: 4 — 9 = —5; 3 — 3 = 0). 


51. a) Sudėję vienas kitam priešingus skaičius, gauname 0: a + (—a) = 0; 
b) Prie skaičiaus pridėję 0, gauname tą patį skaičių: a + 0 = a. 


52. a) 5; b) 3,02; c) 30.215; d) 11,77; e) — 1.97; f) —44,1. 


53. a) 2; b) —6.31; c) —0,779; d) 125,94; e) —25,3; f) 6,02. 
17.14 , 17.5 — 170445) _ 323. 


54. c)i 0 M B- A + g5 po = po: Priminkite mokiniams 
f) — ü 3 ps H) = -443 — i E: [zs e M = - 18. Šiuo ir panašiais atvejais pravartu 
Atsakymai. a) 14; b) Vs: © 332: d) — 155: € d; D - 163. E LERB 
sio kartotinio. 
55. a) į: b) 43; €) i d) 53; e) - H; Ð —73. 
56. 11 —4ġ; d) - 120855: e) —345. 
57. c) x = 2,2525..., 100x = 225,2525..., 100x — x = 223, 99x = 223, Patarkite mokiniams 
x= E E 232: Atliekant veiksmus su periodinėmis | 
y = 3,125..., 1000y = 3125,125..., 1000y — y = 3125,125 — 3,125, trupmenomis, dažniausiai jas pato- ė 
999y = 3122. y= 2122 — 31. gu pasiversti paprastosiomis. Bet 
: . kartais tai nebütina, pvz., a) ir f) 
25 125 , 25-11-1251], — „4150 _ P 
apre (125) = 5 + (ir +a = 5+ “MB atvejais atsakymas akivaizdus. 


d) x = 42, y= 23: -402 -2,53 2 -4 425 2 6 2 +) = 
= —(6 + (gll) = —6$5 = —6. (67). 
Atsakymai. a) 0,(5); b) —0, (1); €) 5,(377650); d) —6, (167); e) 42,(46); 
f) —15,(8). 
58. d) $-0241,(9 2 $-141- "LS 
e) x = 2,1515..., 100x —2215,1515..., 99x = 213, x = B = H, 
-11 2485—2541+495 _ 439 
Dabar, 4} — 24 Hic] RE EG XM — 1155* 
Atsakymai. a) 0; b) 2 $i 0 33. d) 15 e e) 15s 


59. g) Periodinę trupmena uZsira$ome paprastąja x = 99,999..., 10x = 999,999, Priminkite mokiniams 
10x — x = 900, 9x = 900, x = 100. Tada 100 = x — 100, x = 200; 0,(9) = 1, 99,(9) = 100. 
h) 100 = 99,(9) — x, 100 = 100 — x, x = 0. 
Atsakymai. a) x = —3; b) x = —12; 6 x = 27; d) x = Iq: € x = 
Dx- 12; g) x = 200; h) x =0. 


RA 
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60. 


€) 13-345 4-999 — 1 24-344 5 4-999 1000 — (24 
4- 1000) — 500500 — 250500 — 250000. (Pasinaudojome a) ir b) rezultatais.) 
d) Pergrupuojame skaičius: 1 4- (2) 4-3-4- (—4) 4-5 4- (—6) +---4+(—1000) = 
= 1+3+5+---4+999—(24+4+6+---+ 1000) = 250000 — 250500 = —500. 
Galime skaičiuoti ir taip: 

(1-—2)+6G-4)+(5—6)+---1+(999—1000) 2—1—1—1—---—1 
vienetų susidarys 1000 : 2 = 500, suma lygi —500. 

e) 1+2+3+4+---+49 4-50 4- (—49) +(-48) +---+ (—1) = 50. Šioje 
eilutėje: 1 — 1 = 0, ...49 — 49 = 0, tik skaičius 50 neturi poros. 

f) Ištaisyti klaidą yra dvi galimybės. Jei eilutę užrašysime: —1 +3 —54+7 — 
9+11—---—91 +93—95 4- 97, tai nesunku pastebėti, kad sudedami nelyginiai 
skaičiai, bet ženklai keičiasi. Ženklo keitimąsi gausime —1 keldami laipsniu. 
Tuomet bendrasis sekos narys yra a, = (—1)"(2n — 1), n € N ir paskutinis 
narys turi būti: 

a49 = (—1)99 (2-49 — 1) = —97. 

Eilutė turėtų būti tokia: —1--3— 547 —9+11 —---491 — 93 4-95 — 97. 
Tada suma bus —49. 

Jei eilutė parašyta kaip vadovėlyje: 97 — 95 + 93 —91 +>---1+3-—- 1, tai 
an = (—1)'*'(100 — (2n + D) = (-1)"*+1(99 — 2n) ir paskutinis narys, 
a49 = (—1)99*! (99 — 2. 49) = +1, bet ne —1. Šiuo atveju eilutė turėtų būti 
tokia: 97—95--93—91 +---1+5—3+-1. Ieškodami sumos, narius grupuojame 
(97 —95) + (93 91) + -+ (5—3) 122-24 + 1 = 49. 

g) +2—3-4)+(5+6-—7-—8)+---+ (97 +98 — 99 — 100) = —4 - 25, 
1+2-3-—4 = —4, 5+6- 7—8 = —4,... 97 +98 — 99 — 100 = —4. Šiuo 
atveju kiekvienų keturių iš eilės einančių skaičių suma lygi —4, o tokių sumų 
yra 100 : 4 = 25. 

Atsakymai. a) 500500; b) 250500; c) 250000; d) —500; e) 50; f) 49 arba —49; 
g) —100; h) —231. 


Pastaba 

Šis uždavinys skirtas labiau mégs- 
tantiems matematiką, bet b) ir c) 
vertėtų išspręsti su visa klase. Va- 
riantas a) yra išspręstas, iš jo galima 
padaryti išvadą: 

Pirmųjų n natūraliųjų skaičių suma 
apskaičiuojama pagal formulę: 
1+2+3+---+n=(1+n)3. 
Pastaba 

Uždavinyje f) užsirašius sekos bend- 
rąjį narį, nesunku pastebėti, kad sa- 
lygoje sumaišyti ženklai. 


Patarkite mokiniams 
Galima remtis 60a) uždavinio for- 
mule. 


Priminkite mokiniams 
Natūraliųjų skaičių dalmuo ne vi- 
suomet yra natūralusis skaičius. 


Priminkite mokiniams 

(ab):c = (a:c)-b—a-(b:c) 
(atb):c-—a:cztb:c,a:060; 
dalyba iš 0 negalima. 


Priminkite mokiniams, 

kad sandauga baigiasi O, kai dau- 
giname iš lyginio skaičiaus penketą 
arba penketo kartotinį. 


61. a) 455535; b) 5249794278. 

62. Tegul paskutinėje eilutėje yra n monetų, tai sudėta 1 +2 +34+--- 47 monetų. 
Turime 100 monetų, todėl 1 4-2 - 3 ----- 1 = 100. Jei paskutinė eilutė pilna, 
tai turi būti teisinga lygybė: au) = 100. Kairė tos lygybės pusė reiškia 
dviejų iš eilės einančių natūraliųjų skaičių sandaugos pusę. Bandome nustatyti, 
kokie tai galėtų būti skaičiai. Kai m = 14, turėtų būti (14 - 15) : 2 = 105 
monetos, bet yra tik 100, kai n = 13, tai (13-14) : 2 = 91, lieka 100 — 91 = 9 
monetos, tai pilnų yra 13 eilučių, o 14 — nepilna. 

Atsakymas. Apatinėje eilutėje 9 monetos, ji nepilna, monetos sudėtos į 14 
eilučių. 

63. a)Jeaame Z,neZ,taim-n e Z; 

b) Jei m € O0,.n€ O,tai m -n € O; 
c)Jeai me N, ne N,taim:n e O. 

64. Neteisinga rašyti n € Z, nes dalyba iš 0 negalima, o 0 yra sveikasis skaičius. 
Turi būti papildoma sąlyga, kad n Æ 0. 

65. c) 1) Sudauginę vienas kitam arvirkščius skaičius gauname 1: a - i Ex T. 

2) Skaičių padauginę iš vieneto gauname ta patį skaičių: a - 1 = a. 

66. 1) a) Dauginti patogiau susigrupavus dauginamuosius: 2-4-8-125-250-500 = 
= (2-500) - (4-250) - (8-125) = 1000 - 1000 - 1000 = 10°. 
Atsakymai. 1) a) 10°; b) 10!9: 2) a". 

67. a) Sandaugos 1-2-3-...- 10 gale vienas nulis akivaizdus, nes dauginama iš 
10. Dar vieną nulį duoda 2 5. Kiti dauginamieji nulių neduoda. 

b) Tokį uždavinį spręsti padeda mąstymas iš kito galo, t. y. pagalvokime kokių 
skaičių sandaugos baigiasi nuliais: 
10—2.5 (10! 22! . 5!) 

100 22.2.5.5 (U^ = «5 

1000 —22.2-2.5.5.5 (103 225.53) 
10000 = 2.2.2.2. 5.5.5.5 (104 — 2* . 55), 

10 2(2:5)^—2^".5" 
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68. 


69. 


70. 
71. 
72. 


73. 


74. 


Toliau mąstyti galima taip. Sandaugos dauginamuosiuose ieškome daugikliu 2 
ir 5. Dvejetukų — apstu. Suskaičiuokime 5-tukus: 

1525.3, 2525-5 
Turime tris penketukus, reiškia — tris nulius. Pridedame akivaizdžius nulius: 
2.5, 10, 20. Taigi, iš viso 6 nuliai. 

1 2 3 4 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 = 5 - 3, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25 = 

Atsakymai. a) 2 nuliai; b) 6 nuliai. 


Un (tn 


» Io 


a) Daugindami du teigiamus skaičius, gauname teigiamą skaičių. 

b) Daugindami du neigiamus skaičius, gauname teigiamą skaičių. 

c) Daugindami du skirtingų ženklų skaičius, gauname neigiamą skaičių. 
d) Skaičių a padalyti iš skaičiaus b tai tas pats, kas a padauginti iš skaičiui b 
atvirkštinio skaičiaus. 

e) Daugindami iš nulio gauname nulį. 

Pavyzdžiui: 

1) Dalydami du teigiamus skaičius, gauname teigiamą skaičių. 

2) Dalydami du neigiamus skaičius, gauname teigiamą skaičių. 

3) Dalydami du skirtingų ženklų skaičius, gauname neigiamą skaičių. 
4) Dalyti iš nulio negalima. 


Priminkite mokiniams 


x 1,25 „41385 |31 Daugindami arba dalydami pirmiau- 
2,03 31 13,35 sia nustatome sandaugos (dalmens) | 

+ 6375 103 ženklą. Dešimtaines trupmenas dau- s 
4250 “93 giname kaip natūraliuosius skaičius, 
431375 108 o sandaugoje perkeliame kablelį į 
793 kairę per tiek vietų, kiek yra abie- 
155 juose dauginamuosiuose skaičių po 
"155 kablelio. Dalijant iš dešimtainės tru- 
A pmenos, dalinį ir daliklį padaugina- 


me iš 10, 100..., t.y. iš 10", kad 


Dalijame, kaip teigiamus skaičius, tik gavę rezultatą, įrašome ženklą ,.— daliklis būtų natūralusis skaičius 


Atsakymai. a) 0,63; b) —43,1375; c) —2,442; d) 22,575; e) 13,35; f) —52,02; 


g) 233.233. 
a 4: b) 3; © -63: d) 3: e) 15: Ð 5: 8) -63: h) 5. Priminkite mokiniams 
a) 81; b) E c) 23; d) 13l; e) ig 8. f) 142. Daugindami ir dalydami mišriuosius 


skaičius, pasiverčiame jos netaisyk- 


Pasiverskime periodines trupmenas paprastosiomis. lingosiomis trupmenomis. 
€) x = 2,2525..., 100x = 225,2525..., 99x = 223, x = 71 


y = 3,125125..., 1000y = 3125,125125..., 999y = 3122, y = 31322; 


999 
E 3122 223.3122 696206 3899 
2, Q5. 3 125) = 9 ' 999 — 99.999 T ONT = = CGROT- 
e) x = 21,2121..., 100x = 2121,2121..., 99x = 2100, x = 235; + 
y = 21,2525..., 100y = 2125,2525..., 99y = 2103, y = 2182; 
i 2100 . 2103  — 2100-99 700 
24,00 : (= -2l, (25) = 99 - 99 ^  Á992103 — WI 
Atsakymai. a) 35; b) $; €) 7gsor: d) 10433: e) — 200: f) 4239. 
c) -13x = 23,2] : (-15), x = - S = - 325 = - AL; 
e)x:(-5) = -L1, 4 = —1,1| - (75, x = 5,5; 
D eoi dpa 1, = uu no 1,1x = 5| : (=1,1), x = ġ = 4$; 
= = 14, 0.(3) = i x = 3, 9x = —2 (pasinaudojame proporcijos 
d kraštutinių proporcijos narių sandauga lygi vidurinių narių sandaugai), 
zd 
x --—$. 


Atsakymai. a) 5; b) 22: e) 131: d) 55; e) 5,5; f 4$: g) —94; h) - 3: i) - 5. 
Prieš keldami | bapana mišrųjį skaičių, pasiverčiame jį netaisyklingąja trupmena. 
a) (15^ = 5)" = & 5h: 

1,4 3 A 8D xl. 
(-15) 2 (-5) = ig 753g: 
-abt = = 54. 

Atsakymai. a) 4,41; 4,41; —4,41; »* - Ši -Š: 5i: 5i; —5 
b) 128; 2; 4096; —128; —2; 4096; 128; —2; —4096. 


si- 
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75. a)JeimeZ,ne N (n 22), tai m" € Z; 
b) Jei m < N, n € N (n > 2), tai /m € N arba !/m < I (t.y. šaknis yra 
arba natūralusis, arba iracionalusis skaičius). Pavyzdžiui, / 121 = 11; V11 — 
iracionalusis skaičius, 2/21 = 6, y 216 — iracionalusis skaičius. 

76. a) 2; 5; 11; 15; 100; b) 3; 4; 10; €) 2; 4; 10. 

71. 1) a) (V4? =? = 4; (V9? — 3? — 9; (10) = 10; 
b) /4? = VI6 = 4; /(9)2 = /31 = 9; /10? = 10; 
€) /(—4? = V16 = 4; /(—9? = /81 29; /(-10? = /100 = 10 
2) d) (/a =a, kai a > Waga — a, kai a > 0; 
f) Va? = —a, kai a < 0; g) Va? = |a|, kai a € R. 

78. a) Nelyginio laipsnio šaknis iš teigiamojo skaičiaus yra teigiamasis skaičius, o 
iš neigiamojo skaičiaus — neigiamasis skaičius. 
b) Nelyginio n-tojo laipsnio šaknimi iš skaičiaus a vadinamas toks skaičius, 
kurio n-tasis laipsnis lygus a. 

79. c) Va- b — Ja. aude: 0,bz0; 


va -b = —a-:4/— AE T as 
Us. b = lal - Ib]. kai a,b € R ir yra vienodų ženklų. 


80. e) "1005 = ^11005 = /100 = 10; arba kitaip: 
1/1005 = !9/0025 = 1919 = 10. 
Atsakymai. a) 55; b) 35; c) 4; d) 32; e) 10. 


81. a) —5; 5; b) 0; c) Ø; d) 2; e) 0; f) —1; g) 3; h) 0; i) 2; j) 16; k) 0; I) 2; m) 
1; n) —8; o) 0. 


82. a) 4; b) 32; c) —32; d) -32. 
83. a) I; b) 1; c) —1. 
84. a) L: b) $; 0) — ui 


3 
85. d) Jigi a 4/125 = 11,2. Priminkite mokiniams 
Kitaip: n- 5! E = = 5: po 5.224 = 11,2. Reiškinį racionaliuóju rodikliu ga- 
Atsakymai. a) 1,4; b) 1,3; c) 1,6; d) 11,2. lima užrašyti panaudojant šaknies 
. simbolį ir reikšmę apskaičiuoti skai- 
86. Šiame uždavinyje galima naudotis tokiu skaičiuokliu, kuris apskaičiuoja laips- čiuokliu. 


nių su iracionaliuoju rodikliu reikšmes. Bet galima bandyti apsieiti be „gud- 
raus“ skaičiuoklio. 

a) Įvertinkime: 1,4 < V2 < 1,5, nes 1,4? = 1,96; 1,5? = 2,25. Todėl 213 = 
= "IT = /23 = 4/8 < 3. Vadinasi, 2V2 < „ Akivaizdu, kad 2/2 >2!=2. 
b) Įvertinkime: 1.7 < 4/3 < 1,8, nes L2 = 2,89, 1,8? = 3,24. Todėl 
217 ~ 3,2553, 219 = 3,48 < 4. Vadinasi, 3 < 2V? < 4. 

c) Remsimés a) punkto rezultatu. Užrašome 2772 E ga kadangi 2 < 272 « 


< 3, tai teisinga nelygybė 5 > 5 > 5. Akivaizdu, kad ges ai 


Atsakymai. a) 2 < 272 < 3; b) 3 < 273 24; €) 0 < 272 < Į; 
d) 0 < 27? < 1; e) 0 < (1)? < 1; Ð 0 < (1) < g) 2 < (Lyr «3 
h) 3 < 7 <4 


87. d) logg1 20, nes 1 = 20 (loga 1 = O taip pat visiems a > 0 ir a +Æ 1); Priminkite mokiniams 
e) log22 = I, nes 2 = 2! (log;a = I taip pat j a >Qira z |); logaritmo apibrėžimą, nes visi šie 
f) logo /2 = L, nes v2 = 23; i) los] = = —2, nes 1 = 372; uždaviniai sprendžiami jį taikant. 


I) logs /9 = $, nes 279 = = 33. 
Atsakymai. a) 3: b) 4; e) 7; d) 0; e) 1; f) L: g) 3: h) —1; i) —2; j) 0; k) 4 
Di 

88. c) log,5 = I, x! = 5; log;25 = 2, x? 225, x = 5 (x = —5 netinka, nes 


logaritmo pagrindas teigiamas skaičius). 
log, 1000 = 3, x? = 1000, x? = 103, tai x = 10; 


log 5 = —1, x7! =, x"1=2 tai x = 2; 

log, 3; = —3, x32 "d = 373, tai X De 

Atsakymai. a) 2; 1; „4. . 4; b) 25; ];l DX ; 5; €) 55 5; 10; 2; 
2» 5 
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89. 


90. 


91. 


1) 3; 2; 1; 0; 2-1; -2. 
2) a) 0; 0,3; 0,5; 0,6; 0,7; 0,9; b) —1; —0,7; —0,5; —0,4; —0,3; —0,2; 


—0, 1; 0; c) 1,0; 1,0; 1,1; 1,1; 1,2; 1,2; 1,2; 1,2; 1,3. 


a) x > 0; b) x > —2; ce) x «0; d) x E(-00;0)U (0; +00); 
e) x e (oo; —1) U (-1; +00); f) x > 0; g) x E (—20; 0) U (0; +00). 


c) logjx|3 turi prasmę, kai: 
xz0O,|x|zZltyxz0Oxz-Lxzl. 
e) log. 7 turi prasmę, kai 
—x > 0, x<0, 
—xz1 x z -—1. 
Dažniau rašoma: x € (—oo; —1) U (—1; 0). - 
Atsakymai. a) x € (0; 1) U (1; +20); b) x e (—1; 0) U (0; +00); 
c) x €(-00; —1) U (—1; 0) U (0; 1) U (1; +00); d) x E (0; 1) U (1; +00); 
e) x € (~œ; -1)U (-1; 0). 


0,2; 
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Skyrelyje siejamos aibės ir lygčių bei nelygybiu spren- 

dinių skaičiaus sąvokos. Reiktų priminti, kad nelygy- 

bės sprendinių aibės dažnai būna intervalai. 

Mokiniai turėtų: 

e suprasti, kad yra lygčių ir nelygybių neturinčių 
sprendinių, turinčių baigtinį skaičių sprendinių ir be 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalusis lygmuo: 93a-t, 95, 96a-e, 97-99, 100a-g, 101, 


1.4. Skaičių intervalai 


galo daug sprendinių; 


e mokėti teisingai užrašyti nelygybių sprendinius in- 
tervalu, mokėti juos pažymėti skaičių ašyje; 


e rasti skaitinių intervalų sąjungą ir sankirtą; 


e spręsti paprastas tiesines nelygybes ir jų sistemas. 


102. 


Vidutinis lygmuo: 92, 93u-z, 94, 960f-h,i, 100h-j, 103. 
92. a) — B; b) - Eco) Aid) — C; e) —F; f) -Gg) — H; h) - E; i) - D. 


93. I) Nagrinėjame kiekvieną dauginamąjį: arba 2x — 1 = 0, 2x = 1; x = j. arba 
3—2x = 0, 2x 23, x = 3 = L5, arba x — 5 = 0, x = 5, arba x +7 = 0, 
x--—t 
m) loggx = 2, pagal logaritmo apibrėžimą x = 87 = 64; 


p) vx = —4, sprendinių nėra, nes lyginio laipsnio šaknis iš neneigiamojo 
skaičiaus yra neneigiamasis skaičius; 
sm. r) ix--Lx-(-D.x--i 


s) |x| = 3, jei skaičiaus modulis lygus 3, tai skaičius lygus arba —3 arba 3; 
v) |x? — 6| = 3, tai arba x? — 6 = —3 arba x? — 6 = 3. 


x? —3=0, x2-9=0 

a-VG+V3)=0 G - 3 +3)=0, 

x—-4320, x=V3, x-3=0, x23, 

x+V3=0, x=—-+3; x+3=0, x=-3. 

z) |x? — 6| = —3, sprendinių nėra, nes modulis negali būti neigiamas. 


Atsakymai. a) (4); b) [— 1); © {—5; 5); d) [(— 11; 11]; e) {—0,5; 0,5); 
f) (—40,26; /0,26); g) (0); h) 2; i) [-2; }; j) (1; 2); k) (0; 2; 3; 4); 
1) (-7; 0,5; 1,5; 5); m) (64); n) {10}; o) {16}; p) 2; @) {1}; r) [-1); s) {—3; 3); 
t) Ø; u) (-8; —2); v) [-3; —/3; 4/3; 3); w) [-V6; V6); 2) Ø. 
94. Pavyzdžiui tokios lygtys: a) 3x +4,5 = 13,5; b) x + /5 — 0; 


c) x? = 4x; d) x? 4x — 5 = 0; e) (x 2) + DG? — x)(x? — 5x +6) = 0; 
f) 5 H9 90 g) |x — 7| 1-0) y/6-3? -5- x. 


a) x > 5; x € (5; +00); b) x > 3; x e [3; +00); € x < 0; 

x € (—00;0); d) x < — v2; x € (Coo; — V2]; e) —1 < x < v2; 

x €[-1; V2]; f) —4 < x < 2/5; x e (- 1:25); 

g —œ < x < +00, x € R; h) x < —3, x > 3; x € (—00; —3) U (3; too). 


Priminkite mokiniams... 
Skaičiaus kvadratas yra neneigiamas 
skaičius, todėl lygtis x? = —1 ne- 
turi sprendinių. Jei sandauga lygi 
nuliui, tai bent vienas iš daugina- 
mųjų lygus 0, o kiti turi prasmę. 


Priminkite mokiniams 

e Jei skaičiaus modulis mažesnis už 
a, |x| < a, tai pats skaičius yra tarp 
—a ir a; —a < x <a; 

e Jei skaičiaus modulis didesnis ar- 
ba lygus a, |x| Z a, tai skaičius 
arba nedidesnis už —a, arba nema- 
žesnis už a: x < —a, x Za. 


96. 
a) (—00; 5) b) (—o6; —5] c) [1}; +00) 
IILI III Lu 
X E- x 1 2 
d) (2:7) e) [-3; v5) f) (1:3) 
Ig I " IIL, IA IAA 
2 x -3 Je 3 1 3 x 
g) (—3:3) h) (—5; 5) i) (-00; —5] U [5; +00) 
— E o lan IM, 
-3 3 x -5 5 x -5 5 x 
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97. 


98. 


99. 


100. 
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a)jx<5 b)x2-3 cox>0 

/ LL > PAZĂ IM Itt 
5 x 28 X 0 x 

d)x«O exeR f-7zxx&T 
IIT B B  gRBRBÀ VAR E A 
TC S 7 7 X 

£)-3<x<5 h)5zx-7 i)0O<x< 10 
INN) /// " LIN " VIII 7 B 
-3 5 x 5 7 x 0 10 x 


e) Pertvarkome dešinę nelygybės puse: 2x — 2 > 2x — 2; reiškinių reikšmės 
lygios su bet kokia x reikšme, o sąlyga reikalauja, kad kairėje nelygybės pusėje 
būtų didesnės reikšmės, todėl nelygybė sprendinių neturi. 

f) 2(x — 1) 2 2x — 2 užrašome kaip 2x — 2 > 2x — 2, pagal sąlygą reiškinių 
reikšmės gali būti lygios, todėl x — bet koks realus skaičius. 

Atsakymai. a) x € [0; +00); b) x € (—-00; 0); e) x € (—2; +00); 

d) x e (0; +œ); e) Ø; Ox E R. 


a) 30 < s < 55; 

b) 120 < s < 220; 

c) pasiverčiame laiką valandomis: 2 val.15 min. = 2,25 h ir, pasinaudoję kelio 
formule, gausime 135 < s < 247,5; 

d) 225 < s € 412,5. 

(Akivaizdu, kad klausimas apie kelionėje užgaištą laiką prasmės neturi.) 


g) Pažymėkime intervalus vienoje skaičių ašyje. I intervalą virš ašies, II — 
žemiau. Intervalų sankirta yra du kartus pažymėta skaičių ašies dalis, sąjunga 
— bent kartą pažymėta skaičių ašies dalis. Sąjunga bus (—5; —2), sankirta — 
(—4; 3). 


h) Palyginame 3,3 su 31: 3,3 = 3$ trupmenas subendravardikliname, 35 < 
< 310, tai skaičių ašyje 31 atidedame dešiniau nei 3,3. Sąjunga bus [—1: 31), 
sankirta — (1; 3,3). 


i) Palyginame skaičius —4/5 ir -2,225: —/5 = —2,236, tai —/5 > —2,25 ir 
—2,25 skaičių ašyje bus kairiau nei — Palyginame 2,5 ir /6,3: „/6.3 = 
= 2,51, tai 2,5 < /6,3 ir /6,3 skaičių ašyje bus dešiniau nei 2,5. Sąjunga 
bus (—2,25; „/6.3), sankirta — [—4/5; 2,5). 


Atsakymai. 


a) (355) U (1; 7) = (1; 7) b) (—2; 10) U (5; 7) = (—2; 10) 


Priminkite mokiniams 
Dauginant arba dalijant abi nelygy- 
bės puses iš neigiamo skaičiaus, ne- 
lygybės ženklas keičiasi priešingu. 
Verta pateikti pavyzdį: 

—2 > —5, bet 2 < 5. 


Priminkite mokiniams, 
kad kelias apskaičiuojamas pagal for- 
mule s = vi, o dydžiai turi būti 


išreikšti tais pačiais matavimo vie- 
netais. 


€) (-00;4) U (1; 4) = (—00; 4) 


//, 1/// IIA k MC «PLC MIMIMIIMIAMMMIIM " M g M MIMIMIMIIMIMIMIH " 
1 7 X =2 10 x 4 X 
(355) (1; 7) = (3; 5) (—2; 10) N (5; 7) = (5: 7) (—00; 4) à (1; 4) = (1; 4) 
IĮ IIA tlt sti 
3 5 x 5 7 x 1 4 x 
d) (—00; +00) U (0; V3) = (—00; +00) e) (-00;0) U(-00; 2] = (—06;2] f) (0; 7] U [5; 7) = (0; 7] 
/ IP P B b ll. LLL M = PP RR 
X 2 X 0 7 X 
(=œ; +00) N (0; V3) = (0; V3) (—00; 0) N(-00; 2] = (—00; 0) (0; 7] n [5: 7) = 5; 7) 
IĮ 2 M, " 
0 Y X 5 7 X 


1.4. Skaičių intervalai 


g) (—5; —3] U (-4; -2] = (-5: -2]. į) (-0,(3): 4) U [-4; 0, (3)] = [-0, (3); 0,(3)] 


uu 


-0,(3) Q(3 X 


(-5:-3]0(-4 -2] 2 (-4 -3] (C06. } N [-4: 0,8] = 45: D 


43 x -i $ 7 
101. 
a) (0; 4] U (2; 7] = (0; 7] b) (—00; 0) U (-4/2; + œ) = (—00; +œ) €) (-4/3:4/3) U [V3; 5) = (-1/3; 5) 
Itti AIAI gi "P EN YILI, JII, A /, Mlo PN M. 
0 7 x E -v3 5 7 
(0; 41N 2: 7] = (2; 4] (=œ; 0) n (4/2; +) = (—4/2; 0) (743; /3)n[V3:5 = B 
2 4 - am 0 x " 
d) (—00; +00) U (5; 7] = (~œ; oo) e) (— v3; 5) U (~œ; —2] = (—%; -2]U (—4/3; 5) 
77 J III, LI, //// / Hf, ^" III a 
X = 5 X 
(=œ; +0) N (5; 7] = (5; 7] (-V3; 5) N(-00;-2] = Ø 
5 7 X " 
|x| < 3, —3 <x <3, 
102. d) MESS Mes 


Sprendinys x € [2; 3). 


h) Perrašome duotą sistemą kaip dvi nelygybiu sistemas: NS N IM 
/ / / X 
x3 ibA xX < —3, -3 3 
x<3, x<3 


Pradinės sistemos sprendinių aibė yra šių dviejų nelygybių sistemų sprendinių 
aibių sąjunga (—00; —3). 


Atsakymai. 
a) (—2; 3) b) [-42; 0] c) Nelygybiu sistema sprendinių neturi Ø. 
II 
X 

d) [2; 3) 

JI M 1 E: 

2-3 x 2 
g) (-00; —3) 
LM lftlthkh " 

23 b 


103. a) (2;5); b) [5; +00); €) (6); d) Ø. 
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1.5. Geometrijos uždaviniai 


Spresdami šio skyrelio uždavinius mokiniai pakartoja Apytiksles nežinomųjų reikšmes mokiniai gali ieškoti 
Pitagoro teoremą ir stačiojo trikampio kraštinių ir kam-  skaičiuokliu. Priminkite, kaip tai daroma. 
pų trigonometrinius ryšius. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 
Minimalus lygmuo: 104, 106, 107. 
Aukštesnis lygmuo: 105, 108, 109. 


104. f) I būdas. ZABC = 90? — 60? = 30? (stačiojo trikampio smailiųjų kampų Priminkite mokiniams, 
suma lygi 90“), tai statinis AC yra prieš 30? kampą ir lygus pusei įžambinės. kad statinis prieš 30“ kampą lygus 
AC =4, BC? = AB? — AC, BC = 42 — 42 = V48 = V16 -3 = 443. pusei įžambinės. 


II būdas. sin ZA = BS, sin60° = £, x = 8. sin60° = 8. X3 = 4/3. A 

g) cos 40° = 5, Pasinaudojame proporcijos savybe: galima sukeisti kraštinius 8 
Gaono proporcijos narius vietomis. Jei £ = $, tai ir 1 = Š, EU = 2, 

tai X = z400» X ^ 6,53. C X B 


Atsakymai. a) 50; b) 80; c) 204/2; d) 54/3; e) 8; f) 4/3; g) = 6.53; 
h) = 10,64; i) = 9,2; j) 309; k) = 34,859: I) = 43,76?; m) 204/2; n) 5; 


0) 2/3; p) 2,555; r) 34/2; s) $3. 


105. Antena ir vieną atotampa pavaizduojame sasiuvinio plokštumoje: 
a) atotampa yra stačiojo trikampio ABC įžambinė, tai BC? = AB? + AC?, B 
BC? = 152 +52, BC = J/250 = /25-10 = 510. | 
b) tg ZB = 4S, tg ZB = 5 = 1, ZB = 18,47. 
Atsakymai. a) = 15,8 m; b) = 18“. 


106. = 13,23 m. 

107. a) = 8,66 m; b) 60“. A C 
108. = 4,5 m. 

109. = 35 m. 


zl 
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2. REISKINIAI 


2.1. Skaitiniai reiškiniai 
Spręsdami šio skyrelio uždavinius mokiniai turėtų: e racionaliai naudotis skačiuokliu. 


e žinoti veiksmų atlikimo tvarką; Reikėtų bent kelis charakteringesnius ir sudėtingesnius 
e gebėti dalį paprasčiausių veiksmų atlikti mintinai; uždavinius išspręsti lentoje. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 124, 125, 128a,b, 129, 131, 134, 135. 
Vidutinis lygmuo: 126, 127, 130, 133-135. 
Aukštesnysis lygmuo: 128c, 132. 


124. Reiskini užsirašome kaip laipsnių vienodais pagrindais sandaugą. 
n3i. 33. V9. 5-—33.33.33.35 =33+3+3+3 =32=9; 
h) V2. 2-2. Va. V2 = (2p = VÝ = /32 = V24 .2 = V16 -2 = 44/2. 
Atsakymai. a) —7; b) 115; c) —30; d) 25; e) 1; f) 9; g) 54/2; h) 44/2. 

125. De&imtaines trupmenas užrašome paprastosiomis. 

— 81.75 38.19 8110 3875 | 104 S aA 

d) 81 : 7,5—3,8 : A —CL110710/375 ^ 35 — m0r ^ 103 — 15 = —45. 
Atsakymai. a) 133; b) 1: c) 0,51; d) — 


126. a) 5--4-1og525— 10 : /100--30 = 5-4.2—10 : 104-1 2 54-8—14-1 = 13; 
b) 06,1:1og555 + V-1:0,171 —(-23 = 061- $ + (—1) -10- (-8) = 
= 0,05 — 10 + 8 = — 1,95; 
L S 
eel n 
82: 2+18-2- (A s1= 23. 182—0— Q9 = 38 L6 Las. 
e) | — 2| -5° :1g10— |3]? 22.125: 1 — 1 = 249; 
f Ig VIO: |- 51! 402571 : 3/0001 = } -5+ (H72 : b 2 $093 -10 = 
= 2,5 + 20 = 22,5. 
Atsakymai. a) 13; b) 1,95; c) P d) 4i; e) 249; f) 22,5. 

127. a) Klaidos: 
1) neteisinga veiksmu eilé — pirma sudéta 5 4- 5, o po to dauginta; 
2) V25 4:2; 3) —5? Æ 25; 4) logs5 z 5. 
Turi būti 5 4- 5 - 425 - 5: logs5—5-5:5-25:1—5425-25—5. 
b) Klaidos 1) Ig 1 zd i0 :2) d 10^ 2, z dd lz: 
Turi būti /0 — 100 Ig 1 — 0,25 : 7,5 =0- 1-0- 43; — — 3. 

128. c) Atrodytų, kad geriau skaičiuoti be skaičiuoklio, ypač jei skaičiuoklis neatlie- 
ka veiksmų su paprastosiomis trupmenomis. Tačiau salygoje prašoma apskai- 
čiuoti skaičiuokliu, t. y. susidaryti algoritmą. Skaičiuojame atskirai skaitiklį ir 
vardiklį. Vardiklis yra 7*3 = 21, skaitiklį randame atlikdami tokius veiksmus: 
B +3+1)+7+(2+7+5) = 127. Vadinasi, 

31 +25 = 127 : 21 = 6,047619 = 6,05. 
a a) 93; b) 45,25; c) be skaičiuoklio 64; , skaičiuokliu 6,05. 


129. a) Iš skaičiaus a atimti skaičių b — tai tas pats, kas prie a pridėti —b. 
b) Skaičių a padalyti iš skaičiaus b — tai tas pats, kas a padauginti iš L 


130. a) 10; b) 3; c) L: d) 10. 
131. a) Taip; b) ne, turi būti 104/10; c) taip; d) ne, turi būti —4/80. 


132. 1) a) log; 8 = 3, log 16 = 4, log; 8 + log; 16 = 3 +4 = 7, Pastaba 
log;(8 - 16) = log; 2? - 24 = log 2374 = 7; Si uždavinį galima skirti mokiniams, 
b) Ig 10 = 1, Ig 5 = —1, Ig 10 + lg = 1 + (70 =0, besidomintiems matematika, kaip ty- 
lg(10 - 5) = 1g(10! - 107!) = 1g 10!7! = 0; rimo uždavinį arba kaip pratimą, la- 
€) log, a + log, c = log, (ac); vinantj gebėjimą daryti išvadas. 


2) a) log427 = 3, log; 9 = 2, 108327 — log 9 = 3 — 2 = I, 
log; F 2 = log; 5- log, 3372 = I; 
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133. 


134. 


135. 


b) log; 81 = —4, nes (1) = 3* = 81, log;  — 2, 

3 
log; 81 — log: E —4-2= 6, 

3 3 
= =A 2 

log; (81 : 5) = log, (3) *: QY = logi G) 4-2 = —6; 
c) log, a — log, c = log, (a : c): 
3) a) lg 10? 22,1g10— 1, 2-123102 2.1—2; 
b) log; 23 = —3, log32 = —1, 3logı 2 = 3 - (21) = -3; 

2 2 
€) log; a" =n - log, a; 


1 
4) a) log, 16 = 2, 41084 16 = 42 = 16, 4°84 15 = 47? = L. 


1 16 

b) log4 18— —2. 

65, 1, 21,4; 

d) —3, 1, 0, a; 

e) al^£ ^ = p, 

| 4 4 25 3 ; ANNOS Pae" 

d) (0,26 — 5) -34 = (0,26 — 0,05) -34 2021.22 = 2102 = = 0,75; Priminlte mokiniams 

g) 03 — 25) i E = (38 = 3) á H = WS = -21. Baigtinémis dešimtainėmis trupme- 

Atsakymai. a) 1; b) 1; c) 13: d) 0,75; e) 2: f) 417; g) -2l:h) 137. nomis galima užrašyti tik tokias pa- 
i j rastąsias trupmenas, kurių vardik- 

a) 5 + 4- (logs 25 — 10) : (/100 30) = 5 + 4 - (2 — 10) : (10 — 1) = prasa 5 E 


25—4.8:925—35 — lå; liai yra 2 ir (ar) 5 kartotiniai. 
bago- GP M-ES iy M a HM; 
c) 0,2- (logs 1 + 1/40 : 275 +0,4?) = 0,20 + D : 4 +0,16) = 

= 0,2- 16,16 = 3,232; 

d) (5? — (3 logg $ — V0,01)) : (2) 2 Gg - 8- (—1) — 0,1)) : (22 = 

= (0,04 +3 +0,1) : (-2) 2 —3,14 : 2 = 21,57; 

e) |—5+10-1g100]— (77! — /24 Ig 10) = |-54-10:21- (1 - /471) = 
=15-(}-5)=15+4$ = 19$. 

Atsakymai. a) 1$; b) — 1s: c) 3.232; d) —1,57; e) 19$. 


Galima rašyti: 

a) 

QUAE | led 1-64 Jae 
4+872/ | mas ~ \4-64+1/ — \257/ 66049" 
b) 

7 — (logs 25 — 3 7-243 l 

T ois 25 —3) tie AA D 

8--logs 25 —3 84+2-3 7 


€), d) Visi skliaustai reikalingi. 

c) 2/5-IgI0- (3 =2/5—1+4 =41: 

d) log5(4 + V16) — 22 + V9)? = log, 8 — 2 - 52 = 3 — 50 = —47. 
Atsakymai. a) $96; b) 94; e) 44; d) —47. 
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2.1. Skaitiniai reiškiniai 


2.2. Raidiniai reiškiniai 


Skyrelyje koncentruotai pateikiama medžiaga apie al- e teisingai formuluotų veiksmų su algebriniais reiški- 


gebrinių reiškinių pertvarkius. Gerai būtų, kad moki- niais taisykles, pateiktų jų taikymo pavyzdžių; 
niai žinotų greitosios daugybos formules. Reiktų siekti, + gebėtų spręsti paprastas užduotis (minimalaus lyg- 
kad visi mokiniai: mens). 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 136, 137, 141, 142, 144a, 145, 147-149a-e, 151a-d, 152 
155a-f, 156a-d, 158-160. 

Vidutinis lygmuo: 139, 143, 149f-i, 150, 151e-h, 155g-1, 156e-h, 157, 161. 
Aukštesnysis lygmuo: 138, 140, 144b, 146. 


136. d) a? — 2ab + a? — 2b? — ab = 2a? — 3ab — 22. Priminkite mokiniams 
Atsakymai. a) —3x +3y; b) 3x? =y; c) 9— 6ab 4-3a +2b; d) 2a? —3ab —2b?. Panašūs nariai yra sudaryti i$ vieno- 
dų raidžių atitinkamai lygiais laips- 


137. c) Trikampis yra lygiašonis, todėl abu statiniai lygūs a, o įžambinė v'a? + a? = 


suu nių rodikliais. Sutraukiant panašiuo- 
> 2 i i dedami jų koeficien- 
Perimetras P = 2a + a 2 =a(2 + 42), plotas S = ja s = a. ui narius, sudedami Ju 
Kai a = | cm, S = $} cm?; kai a = 1 m, S = „5 m; kai a = 2,5 m, i 
S = 3,125 n?; kai a = /2 dm, S = 1 dm?. 
d) P = 2(a+3a +3) = 2(4a +3). Pastebėję, kad duotoji figūra lygiagretainis, B 3a +3 C 
jo plotą rasime iš formulės S = a - h. Mūsų atveju, 
S= AD-BK = (3a +3) - BK. pud" 
Apskaičiuojame BK. Jei ZD = 150°, tai ZA = 180? — 150? = 30°. Statinis A 
prieš 30? kampą lygus pusei įžambinės, BK = 5. Todėl K D 

a  3a(a + 1) 
S=(31+3)- 35 2 . 


Lygiagretainio plotą galėjome rasti ir kitaip: S = a -b - sino, kur a, b — 
gretimos lygiagretainio kraštinės, o œ — kampas tarp ju. 


1 
S=a- Ga +3) sin30 —a-3- (a D 7, 


S — 1,5a(a + I). 


Atsakymai. 
a 1 cm i m 2,5 m V2 dm 
a) P =2a +2 + v2a? + 4a + 4; 4 + V10; LM. 7 + /26,5; 24/2 +2 + 2/2 + V2; 
3 
S = ža(a + 2); 1,35 15: 5.625; 1 + 2; 
b) P= so m. 343, EE 1.25(3 + 3) SAC. 
s= sa. x3. 33. X3 FER 
EE ES 82 72 32 47 
e) P=a(24+ V)); 24 /2 EE 2,5 + 42) 242 2; 
$-45; 1, į: 3.125 I; 
d) P = Ša +6; 14; 85: 26; 82 + 6; 
3 
S = UD. 3; ži 13,125; 34 1542. 


138. b) Jei voras praropoja visomis linijomis, tai jo kelias yra ADBCDEBAC. 
Įstrižainė AD = /(3a)2 + (4a = V25a2 = 5a, o DE =0,5AD = 2,5a. 
Voro kelias 


s=AD+DB+BC+CD+ DE1+ EB+ BA + AC; 


s = 5a + 4a + 5a + 3a + 2,5a + 2,5a + 3a + 4a, s = 29a. 
Kai a — 10 cm, s — 290 cm. 
Atsakymai. a) 2(a + b) + v'a? + b?, (50 + /325) cm; b) 29a, 290 cm. 


139. 1) Pėdos nueitas kelias s = 27r, čia r — planetos spindulys. 
2) Žmogaus viršugalvis brėžia apskritimą, kurio spindulys r + a, čia a — 
žmogaus ūgis. Viršugalvio nueitas kelias s = 27(r + a) = 2ztr + 2za. 
3) Viršugalvis nueis už pėdą toliau per 27a. 
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140. 


141. 


142. 


143. 


144. 
145. 


146. 


147. 


Atsakymai. 


Planetos Pédos kelias Viršugalvio kelias 
(km) (km) 
Merkurijus 48007 48001 + 2za 
Plutonas 6000 7 60007 + 2ra 
Marsas 6800 zr 68007 + 2za 
Venera 12000 x 120007 + 2za 
Žemė 12800 7r 128007 + 27a 
Uranas 49200 7 492007 + 21a 
Neptūnas 50400 zx 504007 + 2za 
Saturnas 1206000 7 12060007 + 27ra 
Jupiteris 142800 x 1428007 + 2za 


1) S =a? +ab + ab + b? = a? + 2ab + b?. 

2) I dalies: (a — b) (a — b) = (a — b)?; 

II dalies: (a — b) - b = ab — b?; 

III dalies: (a — b) - b = ab — b2; 

IV dalies: b -b = £2. 

(a — b 2 a? — (ab — b?) — (ab — b?) — b? = a? — 2ab + b°. 


a) ab + 2a?; b) —ab? +a3; c) 12x? — 3x3; d) —4xy + 20x y?; 
e) 6a — 2a? + 4ab; f) —25a? + 10a2b — Sab. 


a) ac +ad + bc + bd; b) ac + ab — bc — 2; e) 2a? + 4ab? — ab + 203; 


d) 15a? + 20ab? + 3a? p? + 4b5. 

e) (a — b = (a — bY(a — b? = (a — ba? — 2ab + b?) = 

= a? — 2a? b + ab? — a?b + 2ab? — b? = a? — 3a?b + 3ab? — b’. 
(a — b 2 a? — 3a?b + 3ab? — 3. 


Patarkite mokiniams 
Dvinario laipsnį dažnai patogu už- 
sirašyti kaip sandaugą. 


a) 4ab; b) 6a?b + 203. 
POCO o 3V _ 3588m _ ; 
a) Išreiškiame H = 755 = = 2,25; 
b) Išreiškiame R? = 25; R = 25 = „2282 21 
Atsakymai. a) 2,25; b) 2,1. 
1) Kvadratai. 
Skaičius a 1 4-2a Tiksli reikšmė Absoliutinė paklaida 
1,0012 0,001 1,002 1,002001 0,000001 
1,0022 0,002 1,004 1,004004 0,000004 
0,999? —0,001 0,998 0,998001 0,000001 ė 
0,9982 —0,002 0,996 0,996004 0,000004 
1,01? 0,01 1,02 1,0201 0,0001 
0,92 —0,1 0,8 0,81 0,01 
2) Kubai. 
Skaičius a 1+2a Tiksli reikšmė Absoliutinė paklaida 
1,0013 0,001 1,003 1,003003001 0,000003001 
1,01? 0,01 1,03 1,030301 0,000301 
1,1? 0,1 1,3 1,331 0,031 
0,9993 —0,001 0,997 0,997002999 0,000002999 
0,99? —0,01 0,97 0,970299 0,000299 
0,9? —0,1 0,7 0,729 0,029 


a) 5(a — b); b) 4(5a? — 2b2); c) —2(P? + 1); d) b(b — 1); 
e) D? (1-- 55); f) 25? (b? — 4); g) ab(b + 5a); h) —xy(3 + 7x). 
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148. a) x R? — kūgio pagrindo plotas; x R! — kūgio šoninio paviršiaus plotas; 
b) R — kūgio pagrindo spindulys, / — kūgio sudaromoji, 7 — apskritimo ilgio 
ir skersmens santykis; 


— Q-nR? | 213g-m3,9? 
9 r- xR z-3,9 =3,1. 


149. a) (x — y)(x + y); b) Qa — 5)Qa + 5); €) ($b — a)(žb + a); 
d) (7m — 8n) (7m -- 8n); e) (m -2ny^; f) ($ — b^: g) (0.2x - y); h) Qa - 7; 
i) (V2 + aV/3y". 


150. Šiuo uždaviniu mokome pasinaudoti formulėmis, užrašytame reiškinyje įžvelgti 
kubų sumą ar skirtumą. Sunkiausia tai padaryti i) pratime. 
c) d; — 0,0083 = (1)? — (0,2x)3 = (4 — 0,22) Ge + 0,05x + 0,04x?); 
g) 0,343 — y? = (0,7? — (y2)? = (0,7 — y?) (0,49 +0.7y + y*; 
i) a +b = (Ža + (Vb? = (fa + Vby( Va? — Vab + Vb’). 
Atsakymai. a) (2 + m)(4 — 2m + m2); b) (3a — b) (9a? + 3ab + b2); 
d) (x? + y2)(x* — x2y2 + y*); e) (a — 0,0) (a? +0,1a + 0,01); 
f) (5a — 2)25a? + 10a + 4); h) (x4 -- 0,5) (x8 — 0,5x^ + 0,25). 
151. a) 2x? + 4x +2 2 2? 2x + 1) = 2(x + 02; 
b) 27a?b — 3b? = 3b(9a? — b?) = 3b(3a — b)(3a + b); 
c) 5x? + 90x + 405 = 5(x? — 18x + 81) = 5(x — 9)?; 
d) x -27 -2(x -2) = (x -2)((x —2) + 2) 2 x(x — 2); 
e) 0,72x3 — 2xyÓ = 2x (0,36x^ — y9) = 2x(0,6x? — y5)(0,6x? + y); 
f) 16m? — 2 = 2(8m? — 1) = 20m — D(4m? + 2m + I); 
g) (a? — ac) + (ab — bc) = a (a — c) + b(a — c) = (a — c) (a + b); 
h) a? — 2ab + b? +a — b = (a — b + (a — b) = (a — b)(a — b + 1). 


Di x—x2-2 —(x2—x42) T x2-x42. 
152. g) X [-x ^ ta — eX. 3e Pastaba 
i) a E pH E aD HD) =z Eh < HDi Pratimus a), d), f) galima spręsti 
D 2, — 3a = 2-305) — 2-302—346. moninai 
a+b r a+b m a+b : 
1 | «-Do-2-41  x^c-x-l. 
m) (x — D 9 >= 7—3áu = AAM: 
3 2» ..3(y-D-5y .3y-3-5y | -2y-3 | -Qy43) _ 2y+3 
B=“ Tr e ka = 


y ^ -(-y-«D  1-y* 


3-1 b? (a— 2_ 
Atsakymai. a) 35; 5 4 e) f$; d) 5H; je es Ee g rus 


3-1 


- à: 2 in. 
h) m? LEE : i) si -D cS ; k) i :D 2— Moe. m) x vv L, 
n) 5 is 
153. a) MM I reiškinį c + dc — d = c(1 + d) — d, matome, kad I ir II Patarkite mokiniams 
reiškiniai lygūs. Prieš įstatant skaitines reikšmes, kar- 
Kai c = -g d = —2, tai c(1 + d) — d = -Ž(l —2)-(-2) = 3 +2= 22; tais pravartu reiškinius pertvarkyti 
b) Kai c = —0,25, d = 3,75, tai (c + d)(c — d) =3,5-(-4) = —14, o ir suprastinti. 
€ T d(c — d) = —0,25 +3,75(-0,25 — 3,75) = —0,25 — 15 = E 15,25; 
PM FRE i . x—1, 2,7-7,5 10, 
c) Reiškiniai lygūs. Kai x = —2,7, tai D = XT - s = 34. 
Atsakymai. a) 22; b) —14 ir — 15,25; c) 34. 
m*-1 _ (m^-1)m?^41) _ p241: 
154. b) 2 = —M RA T th Patarkite mokiniams 
e jiy — soD E yl. Prastinant trupmenas, reikia trupme- 
; y A 10 i nos skaitiklį ir vardiklj išskaidyti dau- 
e) 3x7 — 8x — 3 = 0, NET = 33 = 3, ginamaisiais. 


3x? — 8x — 3 = 3(x + 56 —3) = Gx + DG —3), 
3x2-8x—3 (3x+1)(x—3) x-3. 

9x?— 1 T GI DG) ^ 3-1? 
f) 3x2-8x— 3 | QxrD(G-3) x—3 


6x2+5x+1 — em d SUE 
Atsakymai. a) H bbs? 


a- i96 3x— E3557 Ar 


EE 4x-8 | x7-1 || 4(x-2)G- DGED  4x-4 _ 4-1). 
155. a) TE gig = — ^ g- — E L 
b) y-y-12.4-y | (2-4y43y-12)2  (2-4y)48y-12) — y(-4)223(-4) _ 
EO "27 ABB —  (8y415)4—y» S (8y415)48-» — 
(y-4)(y4-3) y+3 
= (8$xX15yd-y) BT: 
1 2 1 2 142y-6 — 2y-5, 
Ozas mr" B“ aa 
m2-9 TT (m—3)(m-3) © (m4+3)2 (m-3)(m+3)2 (m—3)(m4-3) 
e) —2 — 242-12a418—3a?—18a—27 _ —a?—30a—9 .  a?430a49. 
a?--6a49 a? =“ (a4+3)2(a—3)2  (a4+3)Ž(a—3)2 (a2—9)2 * 
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el; a De. 
f) x+ xt x2 7 x2 "7 


Ped TREN o xt2. 

— -—-tzpD:*-ume 

Galima spręsti ir dauginant trupmenos skaitiklį ir vardiklį i$ (x + 1): 
1 


UK) ski x42. 
x (x+1) C ox(x4l) — x(x+ 1)? 
qu 
a-l)x — xr 


i) m-4l m?+m m(m+1) m. 
242 2m+2 2(m+1) 2^ 
m 


1 
jp S DE. 
EUN 2(k? —k--2)4" 


k) (m4- 7 ).n o (mn+mjim _ n+l 


(m— "yn "7 (mn—-mym  . ni? 


D @+2? . x+3 GD (2) 
Q3) o2 70 (x35 M 


156. c) Randame šaknis: a; = —5, a» = 3, 


2a? +9a — 5 = 2(a +5)(a — 1) = (a +5)(2a — 1); 
e) Randame šaknis: m? +m — 1 20, D=14+4=5, 
ELS 5 
m 4m — 12 (m 1235) (m 1-445) = Eris act 
f) Randame šaknis: - m? +m — 3 = 0, D = 1 + 12 = 13, 
-1-413 i —14+/3 
2 , 2 — 2 , 
—m? -m 43 = —(m =1-V13) (m =14x13) ES Rel Bas M 
Atsakymai. a) (x — 1)(x — 2); b) (x + D(x — 2); €) (a +5)(2a — I); 
d) Qx4-3) (c2): e) $Qm + 1 + V5)(2m + 1 — V5); f) - 30m +1 + VI3)(2m + 1— V13); 
g) ir h) išskaidyti negalima (trinariai realių šaknų neturi). 


m» = , M] = 


m= 


157. a) 9a? +2- 3a -7c +49c2 = (3a +70); Patarkite mokiniams 
b) 25x? — 2. 5x - 8y + 64y? = (5x — 8y)?; Šiuose uždaviniuose pravartu užsi- 
c) 100 — 2. 10- 3y + 9y? = (10 — 3y)?. rašyti narių sandaugą, nes išskai- 
d) 9b? — 2 - 3a - 9b + 81a? = (3b — 9a» džius lengviau pastebėti, koks yra 


antrasis narys. 


158. 1) Dauginant laipsnius su vienodais pagrindais, pagrindas paliekamas tas pats, Pastaba 


o laipsnio rodikliai sudedami. Mokiniai taisykles turėtų formuluo- 
2) aasa oa ag mal PAE g ti taip, kaip čia parašyta, nes dažnai 
| d o d ER 13 | i Mea Qs . 
b)aj.a3.a3 2a2*3*3 2 qD — ql 12; jie daugina ir dalija laipsniu pagrin- 
1 3 == E! 
0a ?.a2.a3.a 2—a į; dus. 


d) a95 . a? -a71 2418, 

3) Dalijant laipsnius su vienodais pagrindais, pagrindas paliekamas tas pats, o 
laipsnio rodikliai atimami. 

4) a) a! : a8 = a^; b) b" bk = b! = b; 

© b’: b =b = 1; d) b’: b Ib l h; 


ud ca. ER 1 
e) b72 : b7? : b7? : b? =b = 1, nes —4 — (—3) -(-Ž)- 5 50. 
5) Dauginant laipsnius su vienodais rodikliais, laipsnio rodiklis paliekamas tas 
pats, o pagrindai sudauginami. 
6) a) 2^ . 5" = (2 - 5)" = 10^; b) 257 . 34 . 4? = (25 -3-4)7 = 300°. 
7) Dalijant laipsnius su vienodais rodikliais, laipsnio rodiklis paliekamas tas 
pats, o pagrindai padalijami. 
8) a) 10° : 5^ = (10 : 5)? = 2%; b) 100^ : 4^ : 55 = (100 : 4 : 5)^ = 55. 


3 
159. a) b) zzi © 7: d) (ab). 


160. a) Sąlygoje prašoma apskaičiuoti gramo dešimtosios tikslumu, matmenys duoti 
centimetrais, tankis — kilogramais kubiniam decimetrui, todėl iš pradžių suvie- 
nodiname matavimo vienetus: 


p =7,8 kg/dm? = pem = 7,8 g/cm?, m = pV, 


V = In RH = Ln(2,7)22,1 = 5,1037 = 16,02 (cm?), 

m = pV =7,8- 16,02 = 124,95 = 125 (g). 

b) R = 0,033 m = 0,33 dm, H = 0,057 m = 0,57 dm, 

V = 120,333 - 0,57 = 7 -0,020691 ~ 0,06496 (dm), 

m = 2,7 - 0.06496 = 0,175392 (kg) = 175,392 (g) = 175.4 (g). 
Atsakymai. a) 125 g; b) 175,4 g. 
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161. a) 182,5 cm = 1,825 m, S = 0,007184 - 87,2995 . 1,8259.725 ~ 0,074 (m2); Pastaba 


b) S = 0,007184 . 3,50425 . 9,520725 = 0,0076 (m?) Šį uždavinį spręsti reikia naudojan- 
c) Suaugusio žmogaus išspinduliuotas šilumos kiekis proporcingas tis „gudriu“ skaičiuokliu. Jei jo nė- 
uz = zn —872.10* 8,5 - 1074; ra, galima šiek tiek supaprastinti for- 
naujagimio išspinduliuotas šilumos kiekis proporcingas mule, pakeitus 0,425 į Žž, 0 0,725 į 
0,007 = 1.5.1072 3 e x . 

URP EL RN 4. Zinoma, atsakymai nebus tokie 
Naujagimis į aplinką išspinduliuoja tikslūs. 


1,5.1072:8,5.107^ = (1,5: 8,5)1072-C9 ~ 0,176 - 10? = 17,6 
karto daugiau šilumos, todėl greičiau sušąla. 

Atsakymai. a) 0,074 m?; b) 0,0076 m?; 

c) suaugusiojo = 8,5 - 1074, naujagimio = 1,5 - 1072, 
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2.3. Geometrijos uZdaviniai 


Spresdami 162 uždavinį mokiniai prisimena kvadrato, les, kuriomis vėliau pasinaudoja 163 uždaviniui spres- 
stačiakampio, trikampio ir lygiagretainio plotų formu- ti. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 162.1,2, 163. 
Vidutinis lygmuo: 162.3. 
Aukštesnysis lygmuo: 162.4,5. 


162. 1) Pridėjus dvi eilutes (arba stulpelius) po 5 kvadratėlius prie turimų, gausime 


kad stačiakampio plotas yra 25 4- 10 = 35. 

2) S=a-b. 

3) Statųjį trikampį ABC papildome iki stačiakampio ABDC (DC || AB ir 
BC || AD). Įstrižainė BD dalija stačiakampį AB DC į du lygius trikampius. 
Todėl Saagp = JSABDC. SAABD = 3ab. 


4) Nubrėžiame CL L AD. 

e AABK = ACDL, nes AB = DC, kaip lygiagretainio priešingos kraštinės. 
BK = CL, atstumas tarp lygiagrečių tiesių yra pastovus, ZBAK = ZCDL, 
kaip atitinkamieji kampai sudaryti lygiagrečių tiesių AB ir CD ir kirstinės. 

e Lygiagretainio ABC D plotas lygus stačiakampio K BCL plotui: 


SABCD = Sacr = BC -BK =a -h. 


5) Papildome trikampį iki lygiagretainio ir įrodome, kad jį sudarantys trikampiai 
yra lygūs. 


163. a) 9; b) 50; c) 8; d) 12; e) 8; f) 2; g) 44/5; h) 4. Priminkite mokiniams 


Kvadrato ir rombo plotą galima ap- 
skaičiuoti pagal formulę 

S = 0,5. did», 

čia dj, d» — įstrižainių ilgiai. 


30 


2.3. Geometrijos uždaviniai 


3. FUNKCIJOS 


3.1. Funkcijos sąvoka ir funkcijos reiškimo būdai 


Skyrelio teorinė medžiaga mokiniams nėra nauja, todėl y = *"I/x grafikų eskizus; 

ją mokiniai galėtų pasikartoti savarankiškai išsinagrinė- —, parodyti, kaip iš funkcijos analizinės išraiškos ir 

ję vadovėlio tekstą. B grafiko nustatyti funkcijos apibrėžimo ir reikšmių 

Mokiniai turėtų mokėti: sritis, lyginumą. 

e įvairiai pateikti dydžių priklausomybę: formule, Skyrelio užduotys reikalauja gero pagrindinėje mokyk- 
lentele, žodžiais, grafiku; loje nagrinėtų sąvokų, funkcijų savybių ir grafikų ži- 

e nubrėžti funkcijų y = kx + b; y = £; y =ax?°+ nojimo. Vadovėlyje tai primenama pateikiant paaiški- 
+bx +c, y = x”, y = x? y = %/x ir nimus prie uždavinių, apibrėžimus, pavyzdžius. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 173, 175, 178, 179, 181a-1, 182a), 183. 
Vidutinis lygmuo: 176, 177, 180, 181m-o) 182b,c. 
Aukštesnysis lygmuo: 174, 181p-v. 


173. b) 
b P=2(a +b) 
S=ah 


a 


Užpildykime lentelės III ir IV stulpelius (mokome iš formulės rasti nežinomąjį 

dydį). III stulpelyje viskas paprasta: 

e Į perimetro išraišką P = 2(a + b) įstatome P = 12, b = 2 ir gauname: 
12 = 2(a + 2), a = 4. 


e Pasinaudoję ploto formule $ = ah randame aukštinę: 4/32 = 4h, h = 4 


h = X2. 
IV stulpelyje pabandykime rasti b. 
Iš žinomo perimetro gauname 15 = 2(10 + b), 10 + b = 7,5, b = — 2,5. 
Lygiagretainio kraštinės ilgis negali būti neigiamas, taigi tokio lygiagretainio 
nėra. 
Atsakymai. 


l 5 10 
Sxon | 157 | 60x 
Spav 241 | 967 41 


| 
V | 122 | 96s | 22s | 
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174. c) Skatiname mokinius pastebėti, kaip vienas dydis išreiškiamas per kitą: 
p=1k=3k=24+1=2-141. 
p=2k=5k=44+1=2-241. 
p=3,k=7,k=6+1=2-3+1. 
Spėjame, kad k = 2- p + 1, patikriname spėjimą, kai p = 4, k =2-44+1 =9. 
Galima nusakyti žodžiais: k yra nelyginiai skaičiai, jų bendra išraiška 2n + 1 
(lyginis skaičius plius vienetas). 
dm =0,n=1,n=0+1, m=l,n=2,n=1+1, m=2,n=5, 
n=4+1, m=3,n=10,n =9+ I. Antrasis dėmuo I, o pirmasis yra m?, 
tai yra n yra lygus m kvadratui plius 1. 


Atsakymai. a) b = 2a; b) c= Ja; ¢)k=2.p+1;d)n=m?° +1 


175. a) Kadangi prašoma apskaičiuoti vidutinę paros temperatūrą remiantis lentele, 
galime tai traktuoti, kaip 25 duomenų iš tos lentelės vidurkio radimą. Sudėję 
tuos skaičius ir padaliję iš 25, gausime —1,84°. Tačiau, jei uždavinį nagrinėtu- 
me giliau, reikėtų pastebėti, kad valandų paroje yra 24, tiek pat yra ir atkarpėlių 
laužtėje. Todėl, jei vidutinę temperatūrą skaičiuotume iš grafiko, teisingiau būtų 
pirmiausia apskaičiuoti kiekvienos valandos vidutinę temperatūrą (sudėti valan- 
dos pradžios ir pabaigos duomenis ir padalyti iš dviejų). Tada, sudėjus gautus 
skaičius, jau reikia dalyti iš 24 ir gautume, kad vidutinė paros temperatūra yra 
apie —1,77°. Kaip matosi, abu rezultatai gana panašūs, tad galima teigiamai 
ivertinti abu sprendinius. 

b) 5) Norėdami apskaičiuoti, koks buvo vidutinis ėjimo greitis, visą nueitą kelią 
(20km) dalijame iš viso ėjimo laiko (5 val.), tad Vėjimo = 4km/h. Kelionės 
greitį apskaičiuojame visą nueitą kelią (20km) dalydami iš viso kelionėje e 
sugaišto laiko (7 val.), tad Vkelionės = 28 km/h. 

Atsakymai. a) —1,84? arba —1,77?; b) 1) tolo pirmąsias 2 val.; 
2) artėjo nuo 4 iki 7 val.; 3) 10 km. 


4) 


£t(0|1[ 2 [3 516 
OESBCRROAUEHERE: 


5) Vėjimo = 4km/h; Vkelionės = 25 km/h. 


176. Pratimuose a)-e) apskaičiuojame y reikšmes pasirinkę x, z x2 reikšmes ir 
patikriname pagal apibrėžimą. 
€) y1 = x?; y2 = x2; A y-252lixn:y»-5-l. 
xi 1 x) *2 
Santykiai nelygūs, tai dydžiai nėra tiesiogiai proporcingi. Tikriname, ar jie yra 
atvirkščiai proporcingi xı + y; = 3) X2: y2 = X3. 
Sandaugos nelygios — dydžiai nėra atvirkščiai proporcingi. 
Pratimuose f), g), h), i), j), k) — tikriname visas pateiktas lentelėje skaičių 
poras. 


Atsakymai. Tiesiogiai proporcingi — a), b), f), g), i); atvirkščiai proporcingi — 
d), h); nėra proporcingi — €), e), j), k). 


177. a) y = Sb y = (2-12 33 + 2x; 


o) y = y €223-6 = Vx? 42-2 = Vx? = x, kai x 20. 


178. Grafikus braižome pasinaudodami eskizais pateiktais vadovėlio 85 psl. 
1) Tiesė, dviejų taškų; 
2) Parabolė; 
3) i) Braižant funkcijos y = |x| grafiką, pasinaudojame tuo, kad neneigiamo 
skaičiaus modulis lygus tam pačiam skaičiui, o neigiamo skaičiaus modulis 
lygus jam priešingam skaičiui. Kai x > 0, brėžiame tiesę y = x, kai x < 0, 
tai bréZiame tiesę y = —x. 
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Atsakymai. 


a) y-d 


179. Šią užduotį galima siūlyti atlikti savarankiškai. Paraboliu grafikams brėžti pra- — Priminkite mokiniams 


vartu turėti parabolių y = x? ir y = 2x? šablonus. Norint nubraižyti funkcijos y = 
Galima spręsti ir taip: = f(x +a) grafiką, užtenka funk- 
g) Pertvarkę y = x? + 2x + 1 = (x + 1)2, matome, kad funkcijos grafikas cijos y = f(x) grafiką pastumti x 
gaunamas parabolę y = x? pastümus x ašimi per — 1. ašimi per —a. 


Pertvarkome: y = x?4-2x — 1 2 x? 2x c 1—2 = (x 4-10)? — 2. Šios funkcijos 
grafika gauname funkcijos y — x? grafiką pastūmę x ašimi per —1 ir y ašimi 


per —2. 
h) Pertvarkę y = —x? + 4x — 4 = —(x? + 4x + 4) = —(x — 2)2, funkcijos 
grafiką gauname parabolės y = —x? grafiką pastüme x ašimi per 2. 


Pertvarkę y = —x? + 4x +2=—(x2—4x11+4-2)=—(+2-4x 14) +2 = 
= —(x —2)? +2, funkcijos grafiką gauname funkcijos y = —x? grafiką pastume 
x ašimi per 2 ir y ašimi per 2 vienetus. 
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Atsakymai. 1) 


y 
Y 
1 wl 
I v 
I Xd 
4 UE 
X 
1 1 
1 var 


2) Norint nubraižyti funkcijos y = f (x)--a grafiką, užtenka funkcijos y = f(x) 
grafiką pastumti y ašimi per a vienetų aukštyn, jei a > 0 ir žemyn, jei a < 0. 


180. a) y = x — 2; b) y = 2x — 1; e) y = x°; d) y = 22 + Ax + 1; e y = xf; 
f) y = =x? —3; g) y = yx — 1; h) y = ix^2;i) y = lgx — 2; j) y = log) x. 

181. h) Funkcijos f(x) = —x? 42x —-3 grafiko viršūnės koordinatės yra xo = Priminkite mokiniams 
= -zp = l, y = —1? +2. 1—3 = -2, (xo, yo) = (1; 22). Parabolės — Tiesinés funkcijos y = ax +b reikš- 
„šakos“ nukreiptos žemyn, tai funkcijos reikšmė y = —2 yra didžiausia. miu sritis Er = (—00; +00). Jei 
Todėl Dy = (-00; 00), o Ep = (-00; -2]. tiesės lygtis y = a, funkcijos reikš- 
0) Nustatome funkcijos z apibrėžimo sritį: x +2 < 0, kai x zz —2, todėl més pastovios ir lygios a. 
Dy =(-00; -2) U (—2; +00). Kvadratinės funkcijos f (x) = ax?4- 
Kai x € (—0o; —2) funkcijos reikšmės neigiamos. +bx + c reikšmių sritį nustatome 
Kai x € (—2; +00) funkcijos reikšmės teigiamos. pasinaudodami jos grafiku.  Daž- 
Funkcija neįgyja reikšmės lygios 0, nes = = 0 (trupmenos skaitiklis 1 Z 0), nai pakanka įsivaizduoti, kaip at- 
visas kitas reikšmes gali įgyti. rodys parabolės grafikas, o apskai- 
Pvz., kai x = 5, y = L, kai x = 98, y = T kai x — —1,99, y — 100, kai čiuoti reikia tik parabolės viršūnės 
x = —2,001, y = 1000. koordinates: xo = -X. yo = f (xo). 
Taigi, Ef = (—00; 0) U (0; +00). Parodykite, kaip nubraižyti kvadra- 

tinés funkcijos grafiko eskiza. 

r) Funkcijos apibrėžimo sritis yra tos kintamojo reikšmės, su kuriomis vardiklis Patarimas 
nelygus 0: x2—4 z 0, kai x zz +2. Ši užduotis (kaip ir s)) spręstina tik 
Apibrėžimo sritis D: x € (—00; -2) U (—2; 2) U (2; +00). su stipresniais mokiniais. 
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Reikšmių sritį nustatysime nubrėžę funkcijos y = x? — 4 grafiko eskizą. 
(1) Funkcija yra lyginė, nes f(-x) = (=x)? -4 = x? — 4, f(-x) = f(x). 
Jos grafikas simetriškas y ašiai. 


(2) Taškuose x = —2 ir x = 2 funkcija reikšmių neturi. Koordinačių sistemoje 
brėžiame dvi vertikalias tieses x = —2 ir x = 2, kurių funkcijos grafikas negali 
kirsti. 


(3) Nagrinėjame, kokios gali būti funkcijos reikšmės kiekviename apibrėžimo 
srities intervale. 


Trupmenos —— 7 skaitiklis teigiamas skaičius, vardiklio ženklas gali keistis 

taškuose x = —2 ir x = 2. Nustatome vardiklio ženklą, imdami skirtingas 

reikšmes: 

kai x € (—00; —2), vardiklis teigiamas, t - t 
kai x € (—2; 2), vardiklis neigiamas, -2 2 x 
kai x € (2; +00), vardiklis teigiamas. 

Žinodami skaitiklio ir vardiklio ženklus, galime nustatyti funkcijos reikšmių į 

ženklą kiekviename apibrėžimo srities intervale. y 

Kai x € (—00; —2) U (2; +00) (kitaip, kai x < —2, arba x > 2), funkcijos | 
reikšmės f(x) < 0. "B 

Kai x € (—2; 2) (kitaip, kai —2 < x < 2), funkcijos reikšmės f(x) > 0. 

(4) Funkcijos reikšmės negali būti lygios 0, nes trupmena lygi 0, kai jos skai- i u i E 
tiklis lygus 0, o vardiklis nelygus 0. Cia trupmenos skaitiklis lygus 4. 2|.-10 12 ^ 
(5) Skaičiuokliu randame keletą funkcijos reikšmių, atidedame gautus taškus ir T 
brėžiame apytikslį funkcijos grafiką. 

f(0 = 1, f( = f(-1) = 14, f(2,2) = f(-2,2) & 48, f6) = f(-3) = Ji 

= —0,8, f (4) = f(—4) = —0,3. 

Iš grafiko matome, kad E: y = (—00; 0) U [1; +00) 
Atsakymai. 

D; E; Dr Er 

a) R R D) R [5,75; +00) 

b R R m) (—00;0)U (0; +00) (—00; 0) U (0; +00) 

©) R (5) n) (-00;0)U (0; +020) (—00; 0) U (0; +00) 

d) R [0 +) o) (—o6; -2)U (2; +00) (—o0; 0) U (0; +00) 

e R |[L-oo) p) (=œ; 1,5) U(1,5; +00) (—00; 0) U (0; +20) 

f R  (—oo;-2] r) (=; —2) U (—2; 2) U (2; +00) (—00; 0) U (0; +00) 

g R  (-oo;l] S GE [159 

h) R  (—oo; 2] t  [l; +00) [0; +00) 

i) R [-1; +00) u) (—0o6;0)U (0; +020) (—00; 0) U (0; +00) 

p R [-625;-«oo) v) R [0; +20) 

k) R  [-9,25; +00) 


182. b) Atvejis A). 
e  PasiZymime taškus M ir N ant funkcijos grafiko. 


e Brėžiame simetrijos ašį: tiesė x = 1 lygiagreti y ašiai. 

e Atidedame taškams M ir N simetriškus taškus Mı ir Nj: brėžiam ML 
statmenai ašiai ir atidedame LM, = LM, brėžiam NK statmenai ašiai ir 
atidedame KN, = KN. Taškas P, esantis ant simetrijos ašies, simetriškas 
pats sau. 


e Brėžiame antrąją grafiko šaką per taškus P, Mı ir Nj. 

c) Atvejis B). 

e Pasižymime simetrijos centra K (1; 0). 

e PasiZymime taškus L, M ir N ant duoto grafiko. Atidedame jiems simetriš- 
kus centro atžvilgiu taškus Li, Mi, Ni: per tašką L ir simetrijos centrą 
brėžiame tiesę ir atidedame KL, = KL. Taip pat atidedame ir taškus Mı 
ir N 1- 

e Per taškus L1, M, ir Nj brėžiame grafiko eskizą. 

Pastaba. Jei tikrai žinotume, kad duotos funkcijos grafiko dalis yra pusap- 

skritimis, tuomet pakaktų pažymėti pusapskritimio centrui C simetrišką tašką 

C, (—2; —2) ir, išmatavus spindulį, nubrėžti simetrišką pusapskritim]. 
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Atsakymai. 


a) 1) lygines funkcijos NENNEN 2) nelyginés funkcijos 
A) , HNRNERENRNEER BENE 
| H 
0| | x 


c) 


183. b), d), f), h), j) — nėra funkcijų grafikai. 
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3.2. Funkcijos reikšmių kitimas 


Skyrelyje primenama, kaip iš funkcijos grafiko nusta- e iš grafiko atpažinti, kuri funkcija yra didėjančioji, 


tyti funkcijos kitimo pobūdį, didžiausią ir mažiausią kuri mažėjančioji, kuri pastovioji visoje funkcijos 
funkcijos reikšmes. apibrėžimo srityje ar intervale, ir nurodyti tuos in- 
Mokiniai turėtų: tervalus; 


e suprasti, kad, kai argumento reikšmės didėja, didé- œ iš funkcijos grafiko nustatyti didžiausią ir mažiausią 
jančiosios funkcijos reikšmės didėja, mažėjančio- funkcijos reikšmes ir taškus, kuriuose funkcija įgyja 
sios — mažėja, o pastoviosios — nekinta; šias reikšmes. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 184, 186a,b, 188. 
Vidutinis lygmuo: 185, 186c,d, 187, 189. 


184. g) 1) Funkcija y = -2 yra didėjančioji, nes visoje apibrėžimo srityje didėjant Patarimas 
x jos grafikas kyla aukštyn. Uždavinio sprendimui mokiniai gali 
2) Df = (=; 0) U (0; +00), Ep = (—06; 0) U (0; +00). pasinaudoti vadovėlyje (p. 93) pa- 
3) Funkcijos grafikas koordinačių ašių nekerta. teiktu funkcijos savybių nagrinėji- 
4) Intervale (—00; 0) funkcijos reikšmės teigiamos, o intervale (0; +00) — mo pavyzdžiu. 
neigiamos. 
i) 1) Funkcija y = —x? + I nei didėjančioji, nei mažėjančioji, nes intervale 


(—0o; 0) funkcijos reikšmės didėja, o intervale (0; +00) — mažėja. 

2) D; = R, Ey = (~œ; I]. 

3) y ašį kerta taške (0; 1), x ašį kerta taškuose (—1; 0) ir (1; 0). 

4) Intervaluose (—oo, —1) ir (1, oc) funkcijos reikšmės neigiamos, intervale 
(—1, 1) — teigiamos. 

Atsakymai. 1) Didėjančiosios funkcijos a), d), e), j); mažėjančioji funkcija b); 
pastovioji funkcija c); nei didėjančiosios, nei mažėjančiosios, nei pastoviosios 
funkcijos f), h), i), k), I). 

2)-4) 


f(x) Kerta x ašį Kerta y ašį 
(—1; 0) 
(-1;0) 
[0; +00) = ; +00) (0; 0) 
EET (0; +20) (—00; 0) 
n0y-i (0; +00) (—00; 0) 
gy--i (—00; 0) (0; +00) 
h) y=x? liečia (0; 0) (—00; 0) U — 
(0; +00) 
. 2 
)y-2-x^-1 R (—00; 1] (—1; 0), (1; 0) (0; 1) (—1; +1) (-00; —1)U 
j) y -logx (0; +00) R 
k) y = |x| R [0; +20) 
I) y = |x? — 2x| R [0; +00) | (0; 0), (2; 0) (—00; 0)U 
(0; 2) U (2; +20) 
185. Didėjančioji: y = x, mažėjančioji: y = —x, pastovioji y = 1, nei didėjančioji, 
nei mažėjančioji, nei pastovioji: y = x2. Visų tų funkcijų grafikai nubraižyti 
vadovėlyje. 
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186. 


187. 


188. 


189. 


Naudojamés funkcijos tyrimo schema, pateikta vadovélio 96 psl. 
Atsakymai. 1), 2) 


a) b) T c) d) | 
Apibrėžimo sritis Dy [—4; 3] R R R 
Reikšmių sritis E r [-1; 2] [-2; +00) [1; 2] [-4; —2) U [2: 4] 
f(x) didėja intervale (—4; -3)U (-1; 1) (0; 2) U (5; 9) (0; 2) (—3; 3) 
f(x) mažėja intervale (—3; -1) (—00; 0) U (2; 5) (—2; 0) — 
f(x) pastovi (1; 3) (9; +00) (=; —2) U (2; +00) | (—06; —3) U (3; +00) 
fœ) >0 (—4; —2) U (0; 3) (—-00:0)U R [0; +00) 
(0; 3) U (7; +20) 
f(x) <0 (—2; 0) (3; 7) F (—20; 0) 
pe NL du 
Didžiausia f(x) reikšmė 2, kai x = —3 = 2 4, kai x € [3; +00) 
Mažiausia f(x) reikšmė —1, kai x = —1 —2, kai x =5 1, kai x = 0 —4, kai x € (—00; —3 
3) Ne, Zr. pavyzdi. y 
Lygiakraščio trikampio perimetras išreiškiamas formule P(a) = 3a (tiesinė 
funkcija), plotas S(a) = 1342 (kvadratinė funkcija), čia a — lygiakraščio 
trikampio kraštinė. 0 X 
Atsakymai. 1) a) — P; b) — S; 2) prie abscisių ašies a, prie ordinačių ašies: 
a) atveju — P, b) atveju — S; 
3) P = 3a, S = 3245; 4) P() 23, PO) — 6, S0) = X2, SO) = 3; 3 
nE = 1, a = 22. 
1) a) 2a; b) V3a; c) P(a) = 3a + V3a; d) S(a) = 2a? 
2) Funkcijų grafikai nubraižyti šalia. dr 
1) Ieškomųjų figūrų plotus randame pagal formules: 
Stikampio = $3 = 33,2 „ Skvadrato = $4 = x°, Čia x — kraštinės ilgis. E 
Taisyklingojo Vesxiampio plotą galime apskaičiuoti visas jo viršūnės sujungę 01 a 


su jo centru. Gautųjų šešių taisyklingųjų trikampių plotų suma lygi šešiakampio 


plotui: Sšešiakampio = $6 = 6 - 23 x? = Bs 2. x — kraštinės ilgis. 
Sskritulio = Ss = nr?. 

Trikampio kraštinė lygi $, tai plotas $3 = 22 : ier = Ba, 
Kvadrato kraštinė lygi $, tai plotas $4 = ($ y ES Ža P. 

Šešiakampio kraštinė lygi £, tai plotas Sg = 343. (aj = 

Skritulio spindulį ae 1 iš apskritimo ilgio form eu G 250r. 


2 
Kadangi c = a, tai r = & ir S, = 7 > (X) = 37 a? 


Visų figūrų plotai išreikšti kintamojo a kvadratine funkcija. Jų grafikai yra 
parabolės. Apytiksliai apskaičiuojame koeficientus prie a?: 

S3(a) = 0,048a?, S4(a) = 0,063a?, Sg(a) ~ 0,072a?, S. > 0,08a?. 
Pasirinkę bet kokią a reikšmę, pvz., kai a = 1, matome, kad skritulio plotas 
yra didžiausias. 

2) Apskaičiuojame kelių parabolės taškų koordinates ir brėžiame apytikslius 
grafikus. 


= | 1 10 | 20 | 
S3 = | 0,048 | 4,8 | 19,2 | 
$4 = | 0,063 | 6,6 | 25,2 | 
n- 0,072 | 7,2 | 
2 8,0 | 


Patarimas. x ir y ašyse imame skirtingus mastelius. 
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3.3. Funkciju grafiku taikymai lygtims ir nelygybéms spresti 


Skyrelyje pateikti grafinio lygčių ir nelygybiu spren- 
dimo paprasti pavyzdžiai ir nurodymai, kokia tvarka 
reikia grafiškai spręsti lygtis ar nelygybės. 

Mokiniai turėtų: 


suprasti, kad išspręsti lygtį f(x) = g(x) reiškia 
rasti x reikšmes, su kuriomis funkcijų f(x) ir g(x) 
reikšmės yra lygios; 

nusibraižę funkcijų y = f(x) ir y = g(x) grafi- 
kus nustatyti, ar yra tokių taškų, kuriuose funkcijos 
reikšmės lygios (bendrųjų taškų) ir apytiksliai ap- 
skaičiuoti x reikšmes. (Atvejis, kai lygtis sprendi- 


nių neturi, vadovėlyje nenagrinėjamas, bet galima 
pateikti ir tokį pavyzdį, nes pagrindinėje mokykloje 
buvo nagrinėti atvejai, kai lygtis sprendinių neturi. 
Pvz. x22 x — 3); 


mokėti iš brėžinio nustatyti intervalus, kuriuose vie- 
nos funkcijos reikšmės yra didesnės (mažesnės) už 
kitos funkcijos reikšmes ir taškus, kuriose funkcijų 
reikšmės lygios. 


užrašyti lygties arba nelygybių f(x) x O (čia * reiš- 
kia =, >, <, 2, <) sprendinius. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 190, 191, 192. 


Vid 


utinis lygmuo: 194, 195. 


Aukštesnysis lygmuo: 193. 


Gra 


fiškai spręsdami lygtis ir nelygybes, dažniausiai sprendinius randame apytiksliai, 


todėl šį sprendimo būdą geriausia naudoti norint tik įsitikinti, ar lygtis (nelygybė) 


turi 
190 


191. 


192. 


sprendinių, arba nemokant kitaip išspręsti. 


.aDbx--h2x-«-L53)x2-54)x—-2;5x-0; 
6x2»-2;7)x«0; 
b) 1) x = —1, x = 2; 2) —1 < x < 2; 3) x e (—-oo; —1] U [2; +00); 
4 x =0, x =2; 5) x = 2; 6) x < 0 arba x > 2; 7) x 22; 
c) 1) x = 2; 2) 0 < x < 2; 3) x 2 2; 4) x = I; 5) sprendinių nėra (funkcijos 
grafikas nekerta x ašies); 6) x > 1; 7) sprendinių nėra; 
d) 1) x = —1, x = 1, x = 3,5; 2) x e (—1; 1) U (3,5; +00); 
3) x e (-oo6; —1] U [1; 3,5]; 4) sprendinių nėra; 5) x = —2, x 21, x = 3.2; 
6) x € R; 7) x e (~œ; —2] U [1; 3,2]. 


a) I)x=2x=lira=3; x =0. 

2) x € (~œ; 1) U (3; +00); x € [0:4]; x € (—06; +00); sprendinių nėra; 
vienas sprendinys x — 2. 

b) 1) x ~ 0,5, x = L ir x = 3; sprendinių nėra; x & —0,5 ir x = 4,5; 

2) x € (1; 3); x e (~œ; +00); x € (0,5; 4,5); x € (—06; —0,5)U(4,5; +00); 
x € (—00; 0,5] U [3,5; +00]. 


1) a) Spresta lygtis ix +3 = —5x + 20 (rastas funkcijų y = x +3 ir 
y = —5x + 20 grafikų susikirtimo taškas), sprendinys x = 3; 

b) Spręsta lygtis 2x? — 2 = O (rasti funkcijos y = 2x? — 2 grafiko ir y = 0 
susikirtimo taškai), sprendiniai x = cl. 

2) a) SprendZiame y = žx+3 < —5x +2 ieškodami tų x reikšmių, su kuriomis 
funkcijos y = ix 4- 3 reikšmės mažesnės už funkcijos y = —5x 4- 2 reikšmes, 
t.y. pirmosios funkcijos grafikas žemiau negu antrosios. Tai intervalas nuo 
susikirtimo taško x = 3 į kairę: (—o0; 3). 

b) Sprendžiant 2x? — 2 2 0, žiūrime į grafiką b) ir matome, kad parabolės 
taškai yra virš x ašies (y > 0), arba ant x ašies (y = 0), kai x < —1 arba 
x 2l. 

c) Remiamės grafiku b), kai —1 < x < 1. 


Pastaba 

Vadovėlyje yra klaida. Tikriausiai 
jau seniai pastebėjote, kad vietoje 
f(2) = —2 turi būti f(x) = —2. 


Pastaba 

Atkreipkite dėmesį, kad raidės a) ir 
b) prie brėžinių nieko bendro neturi 
su raidėmis a) ir b) užduotyje 2). 
Autoriai norėjo pasakyti, kad spren- 
dinius reikia ieškoti, remiantis vie- 
nu iš grafikų. Grafiko pasirinkimas 
parodo, kaip mokiniai atpažįsta tie- 
sines ir kvadratines funkcijas. 


3.3. 


Funkcijų grafikų taikymai lygtims ir nelygybėms spręsti 
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193. 


194. 


d) 


c) Braižome funkcijų f(x) = x?-pxir g(x) = 2 grafikus. 
Funkcijos f(x) = x? +x grafikas yra parabolė, kurios viršūnė taške (—3: —1). 
„Šakos“ nukreiptos į viršų. Apskaičiuojame dar kelių taškų koordinates: 


[x [O] 1 | -I [2] 2] 


Ly [0|2] 0 [6] 2 | 


Funkcijos g(x) = 2 grafikas — tiesė lygiagreti x ašiai. Grafikų susikirtimo 
taškų abscisės lygios —2 ir 1. 

Atvejus b), c) ir d) galima spręsti pradžioje pertvarkius lygtį taip, kad kairėje 
lygybės pusėje būtų funkcija f(x) = x?. Pavyzdžiui, c) x? 22 — x. 

h) Braižome funkcijų f(x) = lir g(x) — x grafikus. Surandame keleta 


X 


funkcijos y — 1 reikšmių. 


Funkcijos g(x) = x grafikas yra tiesė, einanti per taškus (0; 0) ir (2; 2) 


i) Braižome funkcijų f(x) = x? ir g(x) = 2x grafikus. Surandame keletą 
funkcijos f(x) = x* reikšmių. 


[x [22 [-1]0[1] 2 | 
[y [16| 1 [0]1]|16] 


Tiesė g(x) = 2x eina per taškus (0; 0) ir (1; 2) 


k) Braižome funkcijų f(x) = i/x ir g(x) = x — I grafikus. Surandame keletą 
funkcijos y = į/x reikšmių. Užtenka ieškoti tik reikšmių, kai x teigiami. Kiti 
taškai, kai x neigiami, yra simetriški taško (0; 0) atžvilgiu. 


BONE 
Ly [0] 1[2] 


Funkcijos g(x) = x — 1 grafikas yra tiesė, einanti per taškus (0; —1) ir (2; 1). 
Atsakymai. a) x = +1; b) x = +1; ¢) x = —2; x = 1; d) x = —2; x = |l; 
e) x = —2; x = 1; f) x = 1; g) x = 1; h) x = —1, x = 1; i) x = 0; x = 1,26; 
J) x = 0; x = 1; k) x = 2,3; I) sprendinių nėra. 
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"Y 


195. c) Braižome funkcijų y = x? ir y = 1 grafikus. 
Funkcijos y = x? grafikas yra ne aukščiau funkcijos y = 1 grafiko (funkcijos 
ya x? reikšmės ne didesnės už funkcijos y = 1 reikšmes), kai —1 < x < I, 
kitaip x € [—1; 1]. 


k) Pasinaudojame 194 k) uždavinio sprendiniu ir bréZiniu. 
Funkcijos y — i/x grafikas yra ne žemiau už funkcijos y = x — 1 grafiką 
(funkcijos y = 3/x reikšmės ne mažesnės už funkcijos y = x — 1 reikšmes), 


kai x < 2,3. 
n) Braižome parabole y = 2x? — 3x. Parabolės viršūnė yra taške (2: -$) 
grafikas kerta x ašį, kai x = 0, x = 1,5. y 
Kai x € (—00; 0) U (1,5; +00) funkcijos y = 2x? — 3x reikšmės yra teigiamos. 
1 
ON 1/,5 x 
u) BraiZome parabole y — 2x? + x + 10. Parabolės viršūnės koordinatės: 4 


xo = — = i. yo = 2(-1y^ + (-i) +10 = H = i + 10 = 97, viršūnė 
taške (-i: 91); parabolės „šakos“ nukreiptos į viršų. 

Parabolė yra virš x ašies, funkcijos y = 2x? + x + IO reikšmės visuomet 
teigiamos. Nelygybė sprendinių neturi. 

Atsakymai. a) x € (—00; 0) U (0; +20); b) x € (~œ; - 1) U (1; +00); 

c) x € [-1; 1]; d) x E(-00;0]; e x e (oo; 1); f) x € [-1.3; +00); 

g) x € (0; +20); h) x € (—-00; 0); i) x € [—-00; - 1) U (0; +20); j) x € (O; 1); - 
k) x € (—00; 2,3); I) (—00: 0); m) x € [—2; 0]; n) x € (—o0: 0) U (3, +00); 
0) x € (~œ; —5)U (5; +00); p) sprendinių nėra; r) x € (—oo; —2) U(3; +00); 
S) x € [-4; 0,5]; t) x € R; u) sprendinių nėra. 
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3.4. Dviejų lygčių su dviem neZinomaisiais sistemos grafinis sprendimas 


Išnagrinėję šio skyrelio medžiagą, mokiniai turėtų: 


Minimalus lygmuo: 


suprasti, kad lygties su dviem nežinomaisiais spren- 
dinys yra skaičių pora, kuri paverčia lygtį teisinga 
lygybe; 

žinoti, kad lygties su dviem nežinomaisiais sprendi- 
nį galima rasti vieną nežinomąjį pasirinkus laisvai, 
o kitą apskaičiuojant iš lygties, įsirašius pasirinktąją 
reikšmę; 

viena lygtis su dviem nežinomaisiais turi be galo 
daug sprendinių (atvejai, kai lygtis neturi sprendinių 
nenagrinéjami); 


PRATIMAI IR UZDAVINIAI 
196, 197. 


Vidutinis lygmuo: 198. 
Aukštesnysis lygmuo: 199. 


196. 1) Iš lygties 3x — y = 4 išreiškiame y = 3x — 4. Laisvai pasirenkame x ir 
apskaičiuojame porą funkcijos reikšmių: x = 0, y = —4 ir x = 2, y = 2. Per 


197. 


juos brėžiame tiesę y = 3x — 4. 


2) Taip pat randame y = —x + 4 reikšmes ir nusibraižome antrąją tiesę. 
3) Bendras sprendinys yra tiesių susikirtimo taškas (2; 2). 
4) Įstačius to taško koordinates į lygčių sistemą, matome, kad kiekviena lygtis 


tampa teisinga lygybe: 
3-2-2 =4, 
-2+4 c2. 


taškų, pvz., kai x = 0, y = 2, kai y = 0, x = 2. 


Antrosios lygties grafikas yra parabolė. Jos viršūnė yra taške (0; —4), simetrijos 
ašis sutampa su Oy ašimi, šakos nukreiptos į viršų. Randame dar kelių taškų 


koordinates. 


Vienoje koordinačių sistemoje brėžiame abiejų lygčių grafikus. Jų susikirtimo 


taškų koordinatės yra šios lygčių sistemos sprendiniai. 
Atsakymai. a) (—3; 2); b) (0; 2); €) (— 


d) Pirmosios lygties grafikas yra tiesė y = —x 4-2. Jai nubrėžti pakanka dviejų 


1; 1) ir (2; 4); d) (—3; 5), (2; 0). 


lygties y = f(x) sprendinių aibė (skaičių porų ai- 
bė), pavaizduota koordinačių plokštumoje, yra lyg- 
ties y — f(x) grafikas (vadovėlyje pateikiamos tik 
tiesių ir parabolių lygtys); 


dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistemos 
sprendinys yra nežinomųjų reikšmių pora, kuri 
kiekvieną lygtį paverčia teisinga lygybe; 


mokėti nubraižyti sistemos lygčių grafikus bei rasti 
tų grafikų susikirtimo taškų koordinates (sistemos 
sprendinius). 


Pastaba. 

Ieškant grafiko taškų galima pasi- 
rinkti x arba y laisvai ir statyti į 
pradinę lygtį. 


x+2y=-9, 
A :—5) 
198. 1) (1; —5); 2) lom 
199, c) Paprasčiausia sistema, kurios sprendinys būtų skaičių pora (—3; 2), yra dviejų 
tiesinių lygčių sistema 
y=ax +b], 
y =ax +b. 
Kadangi skaičių pora (—3; 2) yra šios sistemos sprendinys, tai, įstatę duotus 
skaičius, gauname lygybes 2 = a1(—3) + bj, 2 = a3(—3) + b2. Parenkame a; 
ir a? bet kokius du skirtingus skaičius (a; ir a» yra tiesių krypties koeficientai 
ir jie turi būti skirtingi, kad tiesės susikirstų) pvz., a1 = 2 ir a? = —1. Tada bı 
ir b? rasime iš lygybių: 
2 = 2. (—3) + bi, 2=—6+ b, 
= --]. 
is -ld-9 L5. [23es34d4e, SA 
- =2 , 
Sugalvotoji sistema bus | y V 
y-2-x-1 
Pasirinkę kitas a, ir a? reikšmes gautume kitą lygčių sistemą, kurios sprendinys 
taip pat būtų (—3; 2). 
Atsakymai. 
y= 2, y=3x 14, y =2x +8, 
"es ms ©) y=—x-l. 
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3.5. Geometrijos uždaviniai 


Šio skyrelio uždavinių sprendimas reikalauja prisiminti: e lygiagretainio ploto radimo formules; 

e trikampio savybę: jei trikampio aukštinė yra ir pusiau- 
kraštinė, tai trikampis yra lygiašonis. 

Formules ir teoremas, pateiktas vadovėlyje, mokiniai gali pa- 

+ atstumo tarp dviejų koordinačių plokštumos taškų radimo — sikartoti savarankiškai, tačiau jų taikymą reiktų nagrinėti su 
formulę; mokytojo pagalba. 


e Pitagoro ir jai atvirkštinę teoremas; 


+ sinusų ir kosinusų teoremas; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 200, 201a,b, 203a),b. 
Vidutinis lygmuo: 201c,d, 202c. 
Aukštesnysis lygmuo: 202d. 


200. h) Trikampio kampus apskaičiuosime pasinaudodami kosinusų teorema: Priminkite mokiniams, 
2152 D è : — 
a? = b? + c? — 2bc - cos ZA. Iš čia cos ZA = BRL cos ZA = 0,8818; kaip kampo didumo apytikslę reikš- 
ZA = 28.19: cos ZB = 1215495 4, 09415: ZB = 19.79: ZC = 180? — me apskaičiuojame skaičiuokliu: 
(ZA + ZB); ZC = 132,29. 94 surenkame 0,8818, tada funkciją cos“ ! 
Atsakymai. ir atsakymą matome ekrane. 


a) AC = 4/29 — 20 cos 100° ~ 5,7, LC ~ 20,2°, ZA = 180° — (LB + LC) = 
= 59,8°; b) AB = 4/34 — 30 cos 96? = 6,1, ZA = 54,6°, ZB = 29,4“; 

€) BC = 4130 — 126cos 15° = 2,9, ZB = 38,6°, ZC = 180° — (15° + 
38,6°) = 126,4°; d) ZB = 75°, AB = 7,2, BC = 5,9; e) ZB = 20°, 
AB x 7,6, BC = 5,6; f) LB = 95°, AB & 6,7, AC = 8,7; g) ZA = 59,27, 
ZB ~ 69,5°, ZC ~ 51,3°; h) ZA ~ 28,1°, ZB ~ 19,7°, ZC = 132,2*; 

i) ZA ~ 41,4°, ZB = 82,8°, ZC = 55,8°. 


201. c) Pastebime, kad Ox yra trikampio simetrijos ašis (BD = AD = 2, AB L DC), 
tai trikampis ABC lygiašonis, AC = BC, ZA = ZB. Kraštinė AB = 4: B 2 
AC ir ZA apskaičiuojame iš stataus trikampio ADC: AC? = AD? + CD?, 
AC = 420 = 245, BC = AC =24/5. tg ZA = PC, tg ZA — 2. 


Kampo didumą apskaičiuojame skaičiuokliu. Gauname ZA = ZB = 63,4*, -2 CX 
LC = 53,2“. 
Kraštinių ilgius galime apskaičiuoti ir pagal formulę A 
Qo — x? + %2 — y1). Patarkite mokiniams 
Taškų koordinatės A(—2; —2), B(—2; 2), C (2; 0), tai visada pasitikrinti, ar trikampio kam- 


AC = BC = J(2 — (-2)? + (0 — (2)? = /20, pu suma yra 180°. 
AB = (-2 — (-2)?  Q - (-2)? = 4. 

Kampa C galėjome rasti ir pasinaudodami kosinusų teorema: 

AB? = AC? + BC? — 2AC - BC -cos LC. 


— AC? BC) -AB2 : — 204+20-16 . 
COS Zzc = 5BACBC ^ COS ZC — 9900 = 0,6, 


ZC = 53°, kadangi ZA = ZB, tai 27A + ZC = 180°, ZA = 1807€, 
ZA = 63,5“. 

Šis sprendimo būdas ilgesnis, bet tiktų ir kitokio trikampio kraštinėms bei 
kampams apskaičiuoti (pvz. atvejais b) ir d)). 

Atsakymai. a) AB 23, AC = 4, BC = 5, ZB = 53°, ZC = 37°; 

b) AC = 426, AB = 342, BC = 24/5, ZA = 56,39, ZB ~ 71,6“, 
ZC = 52,15; 

€) AB = 4, AC = J/20, Za = ZB 7: 68,59, ZC = 53; 

d) AB = 4/10, BC = 2/5, AC = 426, ZA = 60,39; ZB = 64,49; 
LC = 55,3“. 


202. c) Nurodymas. Patikrinkite: jei AC = BD, tai ABC D stačiakampis. 
d) Viršūnių koordinatės A(—5; —2), B(—4; 0), C(3; 3), D(2; 1). 
Apskaičiuojame kraštinių ilgius pagal formule d = /(x> — x1)? + (yo — y1?. 
AB =CD = /(2-3 7 +(1-32= V5, 
AD = BC = y8 - (CA)? + 8 — 0? = V58. 
Perimetras P — 2( 5 + 58). 
Lygiagretainio plotą apskaičiuojame pagal formulę S = AB - AD -sin ZA. 
Kampo A ieškome iš trikampio AB D pagal kosinusų teoremą. 
BD = VC - Cd? + 0- 1} = v37. 
cos ZA = 4B? +AD?-BD? 


2-AB-AD 2 
cos ZA 7 0,76, ZA = 40,37. 


S = V5. /58 - sin40,3?, S = 11. 
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Galima spresti ir kitaip. 

Nubrėžiame statmenis AE ir CF taip, kad lygiagretainis ABCD atsidurtų 
stačiakampyje AEC F. 

SaEcF = 5:8 = 40, Saec = 40:2 = 20, SaABC = SaCDA, 

Sgpa = LŽ = 1, Sggug = 1 -3 =3, Suec = F = M. 

SABC = SAEC — SaGB — SGEHB — SHBC —20—1—3 3 =16- 3. 
SABCD —2- SAgc —2- (16— 21) 2 32-21 — II. 


Atsakymai. a) P = 14, S = 10; b) P =84+ 24/5, S = 8; 
c) P = 1242, S = 16; d) P -2(/5 + v58), S = 11. 
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4. LYGTYS, LYGCIU SISTEMOS 


4.1. Ekvivalencios lygtys 


Skyrelio teorinėje dalyje paaiškinta, kokios lygtys yra 
ekvivalenčios ir kokios lygties pertvarkos nekeičia lyg- 
ties sprendinių. Šios sąvokos nėra naujos, todėl moki- 
niai gali savarankiškai išsinagrinėti vadovėlyje pateik- 


tus 


pavyzdžius. 


Skyrelio uždaviniais ir prie jų pateikta teorine medžiaga 
siekiama, kad mokiniai: 


prisimintų, kaip yra sprendžiamos ir mokėtų išspręs- 
ti tiesines lygtis; 

žinotų, kad tiesinė lygtis gali turėti vieną sprendinį, 
turėti be galo daug arba neturėti sprendinių; 
mokėtų spręsti įvairias (pilnąsias ir nepilnąsias) 
kvadratines lygtis; 


žinotų, kada kvadratinė lygtis turi du skirtingus 
sprendinius, vieną ar nei vieno sprendinio; 
prisimintų skaidymo dauginamaisiais būdus ir grei- 
tosios daugybos formules; 

skaidydami kairiąją lygties pusę dauginamaisiais, 
spręstų paprastas P(x) = O pavidalo lygtis; 


žinotų, kaip sprendžiamos racionaliosios lygtys; 


gebėtų pertvarkyti paprastas racionaliąsias lygtis į 


52 = 0 pavidalo lygtį ir ją išspręsti; 


nesudėtingais atvejais sudarytų lygtis iš uždavinio 
sąlygos. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 215, 217-220. 
Vidutinis lygmuo: 213, 214, 221—224. 
Aukštesnysis lygmuo: 216, 222, 225—229. 


213. 
214. 


215. 


216. 


217. 


218. 
219. 


4.1. 


a) Ne; b) ne; c) taip; d) taip. 


a) 122; b) L €) be galo daug sprendinių; d) sprendinių nėra. 


a) 0; —3; b) 0; 14; c) 2; d) Ø; e) —V3; V3: f) 0; g) 0; 
h) —1; 0; i) +2. 
a) Mokinys suklydo dalydamas i$ x. Reikéjo spresti taip: Priminkite mokiniams 


Lygties abi puses dalijant iš reiški- 
nio su kintamuoju arba iš abiejų pu- 
sių traukiant lyginio laipsnio šaknį, 
galime prarasti lygties sprendinių. 


—5x? — 5x = 0, x? +x 20, x (x - D =0, 

tai x = 0 arba x + 1 = 0, iš čia x = 0, x = —1. 

b) Turi būti Vx2 = |x|, arba reikia spręsti taip: 

5x? = 45, x? =9, x? -9 — 0, 

(x — 3)(x + 3) = 0, tai x — 3 = 0 arba x + 3 = 0. I$ čia x = 3, x = —3. 


j; f) —3; 2; g) —3; E; 


a) —3; b) 2; c) 5; d) 2; e) —2; 
h) -i-ii)2e. 
a) —3; 0; 3; b) —2; 0; c) 0; 2. 


e) Subendravardikliname ir sprendžiame: 


x’ -5x15 o 
xx +3) — ^ 
x? —5x—15=0 ir x(x+3) #0; 
5 ER 5 + B5 
x-$k-1$-0, D=235-60=85 n= YZ, p= — į 


Trupmenos vardiklis lygus O tik, kai x = 0 ir x = —3. 
g) Išskaidome skaitiklį dauginamaisiais: 


x?—2520, (x-5(x+5)=0, x=5 aba x=—5. 


Kai x = 5, vardiklis 5 — 5 = 0, tai x = 5 nėra lygties sprendinys. 
Kai x = —5, vardiklis —5 — 5 z 0. 


Atsakymai. a) —2; b) —/5; v5; c) 2; d) —1; e) 555; 3:85. 
n x /$ = 22/2: g) -5: h) 2. 
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220. a) Vadovėlyje prie 219 uždavinio pateiktas vienas sprendimo būdas, bet šį 


221. 
222. 


223. 


224. 


uždavinį galima spręsti ir kitaip: 


5 30 (x—Dc-cD.. | 
11 REED CE , laikome x < 1; 
5 -Dx+1) 304 — Da +) 5 — D+). 

5(x — 1) 5(x 4-1) i 5 : 
x+1+6x-6=x2-1, x?— 7X R420, D=49-16=33; 
diré 2-338 & HB, 


Vardikliai eun O tik, kai x = —lirx— I. 
Atsakymai. a) xy = AB, xy = 13; b) 0, 5; c) 2, 5; d) 2, 3. 


Lygtys ekvivalenčios ir atveju a), ir atveju b). 
Yi; - x1-8x415 _ 
Pavyzdžiai. a) 3x = 15, Wee 0; 
: : £ Zisu 
b) x +7 = 0 arba lygtį sudarome taip: UG = cede 
c) 23? — 10x + 12 = 0; 
d) (x 4- 5)(x —3) = 0 arba x? -2x — 15 = 0; 
e x—Dx-20€-3) 20; 
f£ x(x + Da — D(x —4) =0 arba (x? — 4x) o? — 1) « 0. 
a) Žodžiais nusakyta lygtį užrašome reiškiniu ir sprendžiame. 
1 iš x | l 
X x-4 x x-4 
x—4+x =x, x—420, x=-2x=2. 


-x(x —4), x z0,x Z4 


Kai x = —2 ar x = 2, vardiklis nelygus 0. 
b) Užrašome lygtį ir sprendžiame. 
l y l 


Je ryo D akome ys, ys 
y y-l y y-1 


y-1-y?2y -1-y?20, y 2-L. 


Gautoji lygtis sprendinių neturi. 
Atsakymai. a) —2; 2; b) sprendinių nėra. 


b) Naudosime formulę s = v - t, čia s — kelias, v — greitis, £ — laikas. 


Valties savąjį greitį pasižymėsime x km/h, laiką t = 7. Sudarome lentelę. 


s (km) | v (km/h) | t (h) 
| Pasroviui | 26 | x+2 
| Prieš srovę | 9 | x—2 | 2 


F 


Pagal sąlygą kelionė truko 3h, o visas kelionės laikas yra (22 + 25) h. 


Sudarome ir sprendžiame lygtį. 
E A 
x+2 x-2 

26x — 52 + 9x + 18 = 3x? — 12; 

3x? — 12 — 26x + 52 — 9x — 18 = 0; 

3x? — 35x +22 =0, D 235?— 12-22 = 961 = 31?; 
35-31 2 | 35431 


5 3 "7-3. 


zd 


X, = 


Patikrinimas. Pagal uždavinio prasmę valties savasis greitis negali būti mažes- 


nis už srovės greitį, todėl x = à. netinka. Prieš srovę plaukė Ts —]h. 
c) Katerio savąjį greitį pasiZymésime x km/h. 

| s (km) | v (km/h) | t (hb) 
Pasroviui | 5 x+3 z 
x—3 ZŽ 


X 


Prieš srovę | 12 
Ežeru | 18 


Priminkite mokiniams 

Kai dauginame iš reiškinio. kuria- 
me yra kintamasis, laikome. kad jis 
nelygus nuliui. Mūsų atveju laiko- 
me, kad x Æ 1, x zz —1. 
Sprendžiant realaus turinio uždavi- 
nius, dažniausiai reikšmės x = 0 ar 
neigiamos x reikšmės neturi pras- 
mės. Tačiau dėl tvarkos ir tuo atve- 
ju verta nurodyti, kokios x reikšmės 
negali būti. 


Patarimas 

Lygčių sudarymo uždavinius gali- 
ma būtų aiškinti pažingsniui. 

e Sudarant lygtis, pravartu sąlygą 
užsirašyti sutrumpintai, susidaryti len- 
telę arba nusibraižyti brėžinį. 

e Ieškomąjį dydį pasižymėti x. 

e Sąlygoje aprašytą situaciją uZsira- 
šyti reiškiniais. 

e Sulyginti reiškinius, sudaryti lygtį 
ir ją išspręsti. 

e Lygties sprendinius patikrinti, ar 
tinka pagal prasmę uždavinio sąly- 
gai. 
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Upe kateris plaukė G5 + D) h, ežeru — LŠ h, pagal sąlygą šie laikai lygūs: 


ME S 
x43 x-3 y’ 
5 12 . 18 


= pee +3; 
= x x(x—3)x-3) x #0, x Z +3; 


5x(x — 3) + 12x(x + 3) = 18x? — 9); 
5x? — 15x + 12x? + 36x = 18x? — 162; 
x?—-21x 216220, D=21244-162 = 1089 = 332; 


„21-33 21-33 — 27 
= 5 = 2/. 


XI < 0 (netinka pagal sąlygą); x? = —5 


e) Upės tėkmės greitį pasižymėsime x km/h. 


s — vt 5 (km) | v (km/h) | t (h) 
Prieš srovę 60 21-x „a 
Pasroviui | 60 | 21 +x „0 z 


Kelionės laiko prieš srovę ir pasroviui skirtumas (> — 3 h, pagal salyga 
yra 50min — Wh = & h. 
Sudarome ir sprendZiame lygtį. 


60 60 "j 
21—x 214 x 6 
60-6(21 + x) — 60-621 — x) = 521? — x2; 

60 - 6-21 +360x — 60-6-21 + 360x — 2205 + 5x? = 0; 
5x? +720x — 2205 = 01: 5, x? + 144x — 441 = 0; 
D = 1447 + 4.441 = 22500 = 1502; 


— =144-150 
UU 2 


-621 — x)21 + x), x Æ 421; 


< O (netinka pagal uždavinio prasmę), x; = =H% — 3, 


xı 
Atsakymai. a) Savasis valties greitis 12 km/h; b) Valties greitis stovinčiame 
vandenyje 11 km/h, prieš srovę plaukė 1 val.; c) Katerio greitis 27 km/h; 


d) Katerio savasis greitis 9km/h arba 18 km/h; e) Upės tėkmės greitis 3 km/h. 


Pastaba. Uždavinių 225 ir 229 siužetai atrodo visiškai skirtingi, bet matema- 
tiniu požiūriu tai vienas ir tas pats uždavinys. 

Visas judėjimo kelias s = v-f, čia v — greitis (kelias nueitas per laiko vienetą), 
t — laikas, v = 5; t = Ž. 

Visas atliktas darbas A = d -t, čia d — darbo našumas (darbas atliktas per laiko 


vienetą), / — laikas, d = A, t= 3. 


225. a) Paprasto traukinio greitis — x km/h. Greitojo trauki- — 229. a) Senųjų staklių našumas — x detalių/h. Naujųjų stak- 


nio greitis — (x + 10) km/h. Paprastas traukinys 150 km lių našumas — (x + 10) detalių/h. 150 detalių senosio- 
nuvažiuoja per ES h, greitasis — per D h. mis staklémis pagamina per 150 h, naujosiomis — per 
: 150 į 
x+10 h. 
Laiko skirtumas 29 — -150% (h), pagal sąlygą tai yra 45 min = 22h = Žh. 


Sudarome ir sprendžiame lygtį: 
150 150 
x X+10 4 
50-4-(x 4-10) — 50 -4 - x = x(x + 10), 


x? + 10x — 2000 = 0, 


4 
. 370 +10), x #0, x Z —10, 


—10 — 90 

pepe oce 0 (netinka pagal uždavinio prasmę), 
—10 +90 

X2 =— — = 40. 


Atsakymas. Paprasto traukinio greitis 40 km/h, greitojo trau- Atsakymas. Senosiomis staklėmis pagamina 40 detalių per 
kinio greitis 50 km/h; valandą. Naujosiomis staklėmis pagamina 50 detalių per va- 
landą. 
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225. 


b) Andrius visą kelią nuvažiuoja per x val. Jurga visą 
kelią nuvažiuoja per (x + 2) val. Visas kelias yra s km. 
Andriaus greitis — * km/h, Jurgos greitis — > km/h. 
Per 2h 55 min = E h Andrius nuvaZiuos Ž I km, Jur- 
ga nuvažiuos xis . u km. Abu kartu per E h nuvažiuos 


visa kelia s. 
Sudarome ir sprendžiame lygtį (laikome, kad visas ke- 
lias lygus 1): 
1 35 l 35 
x 12 x42 12 


35(x +2) + 35x = 12x(x + 2), 
35x +70 + 35x = 12x? + 24x, 


6x? + 23x +35 = 0, 


T 
X 25, AM 


Visa kelią Jurga nuvažiuos per 5 4- 2 = 7 val. 


Atsakymas. 


Jurga pasieks miestą per 4h 5min.; Andrius 


pasieks stovyklavietę per 2h 5 min. 


226. Antroji darbininkė nuims derlių per x d., per 1 d. nuims i derliaus. Pirmoji 


227. 


darbininkė nuims derlių per (x 4-5) d., per 1d. — ia derliaus dalį. Abi per 
ld. nuims d + =) derliaus, per 4d. nuims visą derlių (pažymime 1): 


229. b) I vamzdis baką pripildo per x val. II vamzdis baka 


pripildo per (x + 2) val. Bako tūris — V kubinių vie- 
netu (kub. vnt.). I vamzdžio našumas — Y kub. vnt./h 


II vamzdžio našumas — += kub. vnt./h. I vamzdis per 


5 h pripildys L : 3 kub. vnt. II vamzdis per 5 h pri- 
pildys >-43 kub. vnt. Abu kartu per tą laiką pripildys 
visą baką. 

Sudarome ir sprendžiame lygtį (laikome, kad bako talpa 


yra 1): 


= 1 | -12x(x +2) #0,x #0, x z-2, 


(netinka pagal prasmę). 


Visą baseiną II vamzdis pripildys per 5 + 2 = 7 val. 


Atsakymas. I vamzdis baką pripildys per 5h; II vamzdis per 
— 7h. 


Pastaba 
Kaip matote, šio uždavinio atsaky- 
mai nėra labai gražūs. Mokiniams 


| l gali kilti klausimas, kam lygu 0,2 d. 
=>) E ! G3) #0, x £0, x X —5 — ar tai 1 nuo 24 valandų, ar nuo 
8 valandų (įprastinės darbo dienos). 
452 2 "- — 80. 
iii i. diris esses: vierten Norint išvengti tokių diskusijų, siü- 
3— v89 3 + /89 l S j isti 5 į 6 — tad 
X] = Bowie < 0 — netinka pagal sąlygą, x2 = Pr 6,2. ane PulyEqje Paket iid 


Atsakymas. Pirmoji — per 11,2 d., antroji — per 6.2 d. 


a) Salygos trüksta dalies teksto. Pilna salyga turéjo büti tokia: 


skaičiai bus „gražūs“. 


Iš pradžių mūrijo vienas darbininkas. Po 4 valandų prie jo prisijungė antras 


darbininkas. 


Kartu padirbėję 8 valandas, jie baigė mūryti sieną. 


Per kiek 


laiko sieną sumūrytų antrasis darbininkas, dirbdamas vienas, jei tą sieną jis 
sumūrytų 8 valandomis greičiau, negu pirmasis darbininkas? 


Sprendimas. 


Pirmasis darbininkas dirbdamas vienas sieną sumūrija per x valandų. Antrasis 


tą darbą padaro per x + 8 valandas. 


1 


Per 1 valandą tie darbininkai, dirbdami atskirai sumürys atitinkamai c ir 5 


sienos dalį. 


Pirmasis darbininkas dirbo 4 + 8 = 12 valandų ir padarė + - 12 = P, darbo 


dalį. 


Antrasis — dirbo 8 valandas ir padarė i -8 = 8 darbo dalį. 


x+8 


Per tą laiką jie sumūrijo visą sieną (pasižymime 1). Sudarome ir išsprendžiame 


12 8 
x+8 x 
20x +64 = x? +8x, x? — 12x —64=0, D = 400; 


12 — 20 
Xi = = —8 (netinka pagal uždavinio sąlygą); 


=1|-(x+8)-x, x ZO, x Z-8& 


X2 — 


Vadinasi, pirmasis darbininkas, dirbdamas vienas, siena sumürytu per 16 va- 


landu. 
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b) Pirmasis darbininkas visa darbą atliks per x h, antrasis — per x -- 1h 10 min = 
= (x + z)h (1h IO min = Zh). Visą darbą laikome 1 (vienetu). 


1 6 


Pirmasis darbininkas per valandą padaro i darbo, antrasis — "Ead 
x 6 o 


darbo. Pirmasis dirbo 2h ir padarė i -2 darbo, antrasis dirbo (2 + 30) h= 3 


ir padarė „25-12 = £207 darbo. Abu kartu atliko visą darbą. 


Sudarome ir sprendžiame lygtį: 


zia 2 1 (6x +7) #0 T 
- =1)|-x ; , x7; 
x 6x47 5 2 Ža 
2-x(6 7 20 - x(6 7 
x(6x + 7) x(6x + ) 56517): 
X (6x + 7) 
12x + 14 + 20x = 6x? + 7x; 
6x? — 25x — 14 = 0; 
xı = 25 < O (netinka pagal prasmę); x = B= 43. 


Pirmasis darbininkas visą darbą atliks per 4h 40 min, antrasis — per 
4h 40 min + 1 h 10min = 5h 50 min. 
Atsakymai. a) 16h, 24h; b) 4h 40 min, 5h 50 min. 


228. I-asis — per 12 h, I-asis — per 10 h. 
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4.2. Bikvadratinė lygtis 


Sis skyrelis supažindina su neretai sutinkamomis bikvad- Mokiniai turi: 


ratinėmis lygtimis ir jų sprendimu. Mokiniai supaZin- «© 
dinami su plačiai matematikoje taikomu nežinomojo 
keitimo metodu, padedančiu supaprastinti lygtį. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 230—232, 234. 
Vidutinis lygmuo: 237, 238. 
Aukštesnysis lygmuo: 235, 239. 


230. 


231. 


232. 


233. 


234. 


235. 


236. 


e) Pertvarkome —6x* + 54 = 0 į —6((x?)? — 32) 20 

—6(x2 — (390? +3) 2 0, -6( — 3) + V3? +3) = 0; 
x — 4/3 2 0 arba x + /3 20, x? +3 #0. 

x 24/3, x = —43. 

I) Galima parodyti ir tokį būdą: kiekvieną dėmenį dalijame iš 3 
x**$2Lx*-$-120x*-i-20 


(V) 9-2» (G- 190 V VI) 


x- yl = 0 arba x + m =0, x24 "D > 0 visoms x reikšmėms; 


dA ——. 4/1 
i d =h, 


Atsakymai. a) —1; 1; b) ir e) Ø; d) +/2; e) — v3; v3; f) Ø; g) — V2; h) Ø; 
i) O; j) 42: k) 2; D - 1/1; 4/4. 

a) —1; 0; 1; b) 0; c) —1; 0; 1; d) 0; e) —2; 0; 2; f) 0; 

g) ---:0; Ai h) 0; i) É 0; Je 

Lygtys turi po keturis sprendinius. Sprendiniai po du yra vienas kitam priešingi 
skaičiai. 

Atsakymai. a) —2; —1; 1; 2; b) —/2; —1; 1; V2; e) 4/5; —3; V3; VS. 
Lygtys turi po du sprendinius, — jie vienas kitam priešingi skaičiai. 
Atsakymai. a) —2; 2; b) —1; 1; c) —4/; J'3. 

1) Bikvadratinė lygtis ax* + bx? + c = O su tais pačiais koeficientais turės tik 
du sprendinius. 

2) Bikvadratinė lygtis ax*-+-bx?4+c = O gali neturėti sprendinių, jei kvadratinės 
lygties su tais pačiais koeficientais abu sprendiniai yra neigiami. 

3) Šią priklausomybę geriausia pavaizduoti tokia lentele: 


ax*'+bx* +c=0 
Sprendinių skaičius 
nėra 

2 
nėra 
nėra 


ay“ t by +c=0 

Diskriminantas Sprendiniai 
D«0 néra 
D=0 y12»0 
D=0 yu2 < 0 
D>0 yı <0 y2 <0 
D>0 yı <0; y > 0 
D>0 y> 0; y > 0 


Atsakymai. a) +1; b) +2; c) £5. 


Galima pasinaudoti 234 užduotyje sudaryta lentele. 

b) Bikvadratinė lygtis turės du sprendinius, jei ją atitinkančios kvadratinės lyg- 
ties ay? + by + c = O sprendiniai teigiami ir lygūs y; = y» > O. Pvz., tegul 
yı = y? = 2, tai lygtis (y — 2)(y — 2) = 0; y? — 4y + 4 = 0, o atitinkama 
bikvadratinė lygtis bus x^ — 4x? + 4 = 0. 


Jei nejvestume naujo nežinomojo, tai spręsti reikėtų taip: 


2 2 l 
5&2 + =6, 5x? -5+ — 6=0; 
X. 


x2—1 


5x? — 11+ =0|-@?-1), x#+l; 


x1—1 


sx*—5x?— 11x? 114-120,  5x*— 16x? 4-12 — 0. 


atpažinti bikvadratinę lygtį ir mokėti ją išspręsti: 
e paprastais atvejais taikyti nežinomojo keitimo me- 
todą, tinkamą ne tik bikvadratinėms lygtims spręsti. 


Išvados 

1) Kai a > Oir b > O, arbaa < 0 ir 
b < 0, lygtis ax^ = b turi du spren- 
Mb p= m 

2) Kai a ir b skirtingu Zenklu, lygtis 
ax^ — b sprendiniu neturi. 


dinius: x — 


Išvados 
1) Kai a ir b skirtingų ženklų, lygtis 
ax* + bx? = 0 turi 3 sprendinius: 


= zen JB we HD 
X -0,y— Jw. o. 


2) Kai a ir b vienodu Zenklu, lygtis 
turi vieną sprendinį x = 0. 
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Gavome bikvadratinę lygtį ir matome, kad be naujo kintamojo neapsieisime. 
Teks pasižymėti x? = y. 


5y? — 16y +12=0, D —256 — 240 = 16; 


16+4 16—4 
= = 2 = = L2: 
yı 10 + D 10 
x22, x= 1 x2 = A2; 
x212, xj2-V/12, x= 14. 


237. a) —1; 1; 2; 4; b) 32; 0; 42. 
238. Pažymime vx — 1 = y, čia y > 0. 
ytri-2|» 
y? 4-12 2y, y?-2y4120; 
(y-1?20, y-120, y=1. 
Pakeliame abi lygties vx — 1 = 1 puses kvadratu, gauname 
x-1=l; x=2. 

PS à LA : 2 = 1 m 
Patikrinimas. Įsistatome x = 2 į pradinę lygtį: V2 — 1 + A“ 2. 
Atsakymas. 2. 

239. Pažymime log; x = t. 
t? 4 5t 4-6 — 0, 
h= d =-3 h = m = —2. 


Iš lygties log) x = t randame, 
log x = —3, x = 273, x = 


TI-—090! 


log) x = —2, X = 272, x) = 


1. 1 
Atsakymas. 3; 3. 


4.2. Bikvadratinė lygtis 


4.3. Dviejų lygčių su dviem neZinomaisiais sprendimas 


Reikėtų mokinius skatinti savarankiškai išsinagrinėti 
vadovėlyje pateiktus pavyzdžius, nes lygčių sistemų 
sprendimo būdai buvo nagrinėti pagrindinės mokyklos 


Mokiniai turi mokėti pasirinkti ir taikyti keitimo ar su- 
dėties būdą lygčių sistemoms spręsti. 
Sudėties būdu geriau spręsti tiesinių lygčių sistemas. 


kurse. o keitimo būdu — lygčių sistemas, kurių viena lygtis 


tiesinė, o kita — kvadratinė. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 240, 241. 
Vidutinis lygmuo: 242—245. 
13. 14. . : D. 9). T. 
240. a) (15: 17): b) (70,4: 0.2); © (=: 44): d) (3:0). 
241. a) (5: -3): (73$: $); b) (0; 3); 
) (73852301. =32-8/31 1. (=38+24/31. —32-8V31I 
I5 B ips B) 


E 


242. I skaičius — x, II skaičius — y, ju suma — x + y = 15. Dvigubas I skaičius 
lygus 2x. Skaičių skirtumas bus 2x — y = 6. 

eris x+y-= 15, 

d lygč s : : 
Sudarome lygčių sistema xy 
Ja spresime sudėties būdu: 


x+y= 15, 
2x —y — 6; 
3x=2l; x27, y=8. 

Galima spręsti ir keitimo būdu: 

y = 15 — x, 2x — 15 + x = 6, 3x =21. 

Atsakymas. Pirmas skaičius — 7, antras — 8. 
243. 


244. 


11 ir 10 arba —11 ir —10. 


Sj uždavinį galima spręsti su dviem kintamaisiais. 

Pažymėkime stačiakampio ilgį x m, plotį y m, tada perimetras 2(x + y) = 100, 
- 2 "M „Jx+y=50, 

o plotas xy = 600 m“. Sudarome lygčių sistema: y L 600. 

x=50- y, 


Ją spręsime keitimo būdu | (50 — 33y = 600; 


y? — 50y + 600 = 0; 
y= 50710 = 20; y2 = 50410 ex 30. 
xı = 50 — 20 = 30; x2 = 50 — 30 = 20. 
Atsakymas. Stačiakampio matmenys 20 m ir 30 m. 


245. Vienas aikštelės matmuo x m, kitas y m. Aikštelės kraštas (perimetras) yra 
2(x + y) = 26, plotas xy m2. 

Pailgėjęs matmuo — (x + 1) m, sutrumpéjes — (y — 2) m, naujasis plotas — 
(x 4- D(y —2). Jis 4 m? mažesnis už senąjį plotą, todėl (x +1)(y—2) = xy—4. 


Sudarome ir sprendžiame lygčių sistemą: 


x 4 y — 13, x4y= 13, 
(x + 1)(y — 2) = xy — 4; xy-2x+y-2=xy-4; 


Sudedame lygtis: 


x+y= 13, 
2x—y=2; 
3x = 15 

5+y= 13, 


x=5, y=8. 


Atsakymas. Aikštelės matmenys yra 5 m ir 8m. 
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4.4. Geometrijos uZdaviniai 


PRATIMAI IR UZDAVINIAI 


246. Palyginimui sudarome lentelę. 


P = 12 metrų P = 13 metrų 
Figūra Kraštinė (spindulys) | Plotas (m2) Plotas (m2) 
1 
Trikampis a; = 2 =4 S = La? = 33.42 6,9 $3 ~ 8,1 
Isa 
Kvadratas | a4 = 12-3 S) =a? =3 =9 S4 ~ 10,6 
Šešiakampis | a6 = E =2 S6 = 34342 = 2y3 42: 10,4 | $6 = 12,2 
i P 26l. 2 36 

Apskritimas | r = >> = py = 2 | Sk. 50r =n 1L5 | Sat; 13,5 
3) Nuspalvintos figüros plotas yra rastu plotu skirtumas: Patarimas 
Sr3 = 8,1 — 6,9 = 1,2 (m°); Sp4 = 10,6 — 91 = 1,6 (m°); 246 uždavinio sprendimui galima pa- 
Sp6 = 12,2 — 10,4 = 1,8 (m2); SFskr. = 13,5 — 11,5 = 2,0 (m°). sinaudoti 189 uždavinio sprendimo 
4) Kaspino ilgis lygus apskritimo ilgiui C = 2zrr, o spindulys r = <. rezultatais. Siuo atveju a = 12m ir 

a = 13 m. 
L Kamuolys Žemė 
Pradinis kaspino ilgis 2x -0,3m 27 - 6400km 


n Pailgintas kaspinas (27 0,3 - Dm 


(27 - 6400 4- 0,001) km 


yr tarpo plotis 


R, = 22:640040,001 — (6400 + 000!) km 


Naujas spindulys r. = AM = (0,3 + +) m 


x=r1-F 
x 2034 + — 0,3 = m 


y= Rı—R 


y = 6400 + 9991 — 6400 = 9301 km 


0,001 


Kadangi 7 km = „L m, susidaręs tarpas tarp kamuolio ir kaspino yra toks 
pats, kaip tarp Žemės ir pailginto kaspino. 


4.4. Geometrijos uždaviniai 
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5. NELYGYBES 


5.1. Tiesinés nelygybés 


Vertėtų mokiniams priminti, kad tiesinės funkcijos nelygybes ir jas išspręsti; 


f(x) = ax +b reikšmių ženklas keičiasi tik vieną kartą, 
kai funkcijos grafikas kerta x ašį, t. y. kai ax + b = 0. 


Išnagrinėję šiame skyrelyje pateiktą medžiagą, moki- dinius skaičių intervalu; 


niai turėtų: 
e žinoti, ką reiškia išspręsti nelygybę; 


e mokėti ekvivalenčiai pertvarkyti tiesines nelygybės + suprasti ryšį tarp tiesės y = 


e pavaizduoti tiesinių nelygybių ir jų sistemų spren- 


e dvigubą nelygybę užrašyti nelygybių sistema; 


ax + b padėties ir 


į A(x)» 0 (čia x reiškia <, >, >, <) pavidalo nelygybių ax + b * O sprendinių. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 258, 260. 
Vidutinis lygmuo: 259, 262, 263a-c. 
Aukštesnysis lygmuo: 261, 263d. 


258. a) (00; —1); b) (00; 11]; e) (1: +00); d) [14: +00); e) (00: 271]. 
259. c) 2x /5 — 2x turi prasmę, kai 5 — 2x 20, —2x 2 5, x < 2,5. 


d) x turi prasmę, kai 2x +1 > —1, x > -lirx z 0. 

Galimas reikšmes pasižymime skaičių ašyje. i 

e) Nelyginio laipsnio šaknis turi prasmę, kai pošaknis bet koks skaičius. Vadi- 
nasi, tinka visos x reikšmės. 

h) Reiškinys turi prasmę, kai abu pošakniai yra neneigiami: 


3-x 20, -y 2 —3; x <3, 
5x — 10 > 0; 5x 2 10; x22. 


Bendrus sprendinius galime rasti atidėję reikšmes skaičių tiesėje. 77 


Atsakymai. a) [—3: +00); b) [5; o9): €) (—00: 2.5]; d) [-5:0) U (0; +00); 
e) x € R; f) (—00; 1,2]; g) (—00; 23) U (—3; +00); kitaip x € R ir x Æ —3; 
h) [2; 3]. 

260. a) (0; +00); b) (0; +00); c) (0; +00); d) (—00; 0); e) (—00; 0); 
f) (—o6; 0); g) (—2; +00); h) (1; +00); i) (- 3: +00); j) (~œ; 2); k) (70e: - 5): 
D (-oe: -3). 

261. b) Kai x € (—0c; —1), tiesė y = ax + b yra žemiau x ašies, o taške x = — 1 
kerta x ašį, t. y. y = 0, kai x = —1. Taigi, y (funkcijos) reikšmės neteigiamos, 
kai x € (—00; —1]. Mokinys sprendė nelygybę ax +b < 0. 
c) Kai x € (2; +00), tiesė y = ax + b yra virš x ašies, o taške x = 2, y = 0, 
taigi y (funkcijos) reikšmės neneigiamos, kai x € [2; +00). Mokinys sprendė 
nelygybę ax +b > 0. 
Atsakymai. a) x > 0; b) x + 1 < 0; ¢) ix — 120; d) -x 20; 
e) x +2 <0; f) —-3x - 320 


WIN 
— 


262. c) xdi —0,2x) > 0. Sandauga teigiama, kai abu dauginamieji vienodu Zenklu. 


Kadangi, 2 > O, tai ir l — 0,2x > 0, 
—3(xv/2— 1) <0. Sandauga neteigiama, kai abu dauginamieji skirtingų 


m + 


ženklų arba lygūs nuliui. Kadangi —3 < 0, tai x/2 — 1 > 0 


Er > -4l (5) [55£& 
J2x > 1; X27 


Skaičiuokliu pasitikriname, kuri trupmena didesnė: $ = 0,625, -= = 0,71, 


J 
todėl $ < 2 Atidėję reikšmes skaičių spindulyje, matome, kad bendrų 


sprendinių nėra. 
Atsakymai. a) (4; 10]; b) [11,5; +00); c) nėra; d) nėra. 
263. d) Kadangi skaičiaus modulis yra neneigiamas skaičius, t. y. |x| > 0, tai vie- 


nintelė x reikšmė tenkinanti nelygybę yra x = 0. 
Atsakymai. a) (1,5; +00); b) [-5: 1) €) nėra; d) {0}. 


ln 


al- 
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5.2. Kvadratinés nelygybés 


Norėdami išspręsti nelygybę (aix + bi)(aox + b>) « 0 
(čia x reiškia >, <, >, <) mokiniai turi: 
e žinoti, kaip sandaugos ženklas priklauso nuo dau- 
ginamųjų ženklų; 
e mokėti sudaryti tiesinių nelygybių sistemas 
ax + bi * 0, 
| ax + b> «0 
Nelygybe ax? + bx -- c « 0 mokiniai gali spręsti išskai- 
dydami kvadratinį trinarj dauginamaisiais arba pasinau- 
doti kvadratinės funkcijos y = ax? + bx + c grafiko 


ir jas išspręsti. 


e išskaidyti kvadratinį trinarj dauginamaisiais: 
e nusibraižyti kvadratinės funkcijos grafiko eskizą 


(žymimi tik taškai, kuriuose parabolė kerta x ašį 
(jei kerta) ir parabolės šakų kryptis); 


+ is grafiko nustatyti kvadratinio trinario ženklą. 


Pastaba. Nelygybės ax? + bx + c « 0 sprendimą, pa- 
sinaudojant parabolės grafiko eskizu, galima priminti 
nagrinėjant 191, 192, 195 uždavinių sprendimo pavyz- 


eskizu. Todėl mokiniai turėtų mokėti: 


džius. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 264, 265, 266a-d, 267. 
Vidutinis lygmuo: 266e-g. 
Aukštesnysis lygmuo: 268, 269. 


264. a) Sandauga neigiama, kai abu dauginamieji skirtingų ženklų: a) 
NO k ps m — o asm 
x+1<0 x+1>0); -5 -1 -5 -1 
deag, Kans x e(-5; —1) sprendinių 
e o nera 
Atidedame reikšmes skaičių ašyje ir randame sprendinius. Matome, kad antroji 
sistema sprendinių neturi, todėl duotosios nelygybės sprendiniai yra pirmosios 
sistemos sprendinių sąjunga, tai yra intervalas (—5; —1). 
c) Sandauga neneigiama, kai abu dauginamieji vienodų ženklų arba bent vienas c) 
dauginamasis lygus nuliui: nuu —7 
x-2<0, b x—220, -2 2 -2 2 
x+2 <0; jme e xe(-oo;-2]  xe[2; +00) 
x «2. x22, 
En E n 
Sprendinius patogu vaizduoti skaičių ašyje. Tai bus abiejų sistemų sprendinių 
sąjunga (—00; —2] U [2; +00). 
Atsakymai. a) (—5; —1); b) (—o6; 1) U (3; +00); €) (—00; —2]U [2; 4-09); 
d) (~œ; —3]U[2: +00); e) (—1,25: 0,5); f) (~; —3]U[5; +00); g) (0: J): 
h) (—00; -63) U (0; +00). 
265. a) Randame kvadratinio trinario x? + 6x — 7 = O šaknis ir nusibraižome jo Priminkite mokiniams 
grafiko (parabolės) eskizą: e Jei kvadratinis trinaris ax? 4+bx + 
x? +6x-7=0, x= 5 m—] S 6:8 = 1. turi šaknis x; ir x2, tai parabolė ker- 
a>0 ta x ašį taškuose x, ir x2, o para- 
bolės šakos eina aukštyn, kai a > 0 
ir žemyn, kai a < 0. 
e Jei kvadratinis trinaris ax?--bx--c 
P a $ neturi šaknų, tai parabolė nekerta x 
7 1 X ašies. Tuomet su visomis x reikš- 
mėmis kvadratinio trinario reikšmės 
T yra teigiamos, kai a > O ir neigia- 
Iš grafiko matome, kad: x? +6x-—7 «0, kai x € (—7; D, o x? +6x —7 2 0, mos, kai a < 0. 
kai x € (—o6; —7] U [1; +00). | 
d) 6x? +5x+6=0, D 225 — 4.36 <0. | 
Kvadratinis trinaris šaknų neturi, todėl jo grafikas nekerta x ašies. Kadangi a=6>0 
parabolės šakos nukreiptos į viršų (6 > 0), tai trinario reikšmės tik teigiamos. 
Atsakymai. a) (—7; 1); (—00; —7] U [1; +00); 
b) (—20; —5] U [-2; +00); [-5; —2]; 
€) [4; 6]; (—00; 4) U (6; +00); 
d) (—oo; +00); II nelygybė sprendinių neturi; + $ + X 
e) (=00 1,5) U (5; Foo), (1,5; 5); 
f) [-3: 3]; 70e: 23) U (4: +00). 
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266. e) Turime nelygybes: 


267. 


268. 


269. 


L dx x41 

IL —42-x—120]-(-1, 4x? c x 1 &« O. 

Ieškome kvadratinių trinarių 4x? —x +1ir4x?+x+1 šaknų. 

Kadangi D = 1 — 16 < O, šie trinariai šaknų neturi. Kadangi koeficientas prie 
x? yra teigiamas (4 > 0), tai parabolės y = 4x? — x + 1 ir y = 4x? +x 41 
yra virš x ašies, o nelygybės 4x? — x + 1 < 0 ir 4x? +x + 1 < O sprendinių 
neturi. 


Atsakymai. 

a) I — (—0o; +00); II — sprendinių nėra; 

b) I — sprendinių neturi; II — (—00; +00); 

c) I — (—0o; +00); II — sprendinių nėra; 

d) I — sprendinių neturi; II — (—00; +00); 

e) I — sprendinių neturi; II — sprendinių neturi; 

f) I — (~œ; 0) U (1: oo); II — [-Ž: 0); 

g) I — sprendinių neturi; II — (—0oo; —1]U [1; +00). 

a) Pastebime, kad x? + 4x -- 4 = (x +2)2. 

Nelygybes galima užrašyti taip: (x +2)? 20; (x--2) « 0. 

Skaičiaus kvadratas yra neneigiamas skaičius, t. y. teigiamas arba lygus nuliui, 
tai (x + 2)? > 0 visoms x reikšmėms, o (x + 2)? < 0 teisinga tik tada, kai 
x+2=0. 

d) I. —25x? + 30x — 9 < 0, 25x? — 30x 4-9 > 0. 

II. 25x? — 30x +9 < 0. 

Galima atkreipti mokinių dėmesį, kad 25x? — 30x +9 = (5x — 3)?, bet galima 
spręsti ir standartiniu būdu: 

25x? — 30x +9 20, D=900—-25-4-9=0, x15 = 2 = 0,6. 

Lygtis turi vieną sprendinį, tad trinario grafikas liečia x ašį taške x = 0,6. 
Atsakymai. a) (—oo; +20), {—2}; b) 2, (—-00; 5) U (5; +00); €) (—00; 1,5) U 
(1,5; +00), (1,5); d) (~œ; +00), (0,6); e) 2, (—00; +00), (—00; +00). 


1) Kvadratinis trinaris skaidomas taip ax? +x e 2 a(x — xi)(x — x5). 
Salygoje a = — 1, todėl nelygybė turi būti tokia: —(x — 1)(x —2) > 0. Mokinys 
suklydo neparašęs minuso ženklo. 

2) Mokinys moka išspręsti kvadratinę lygtį, teisingai sudarė ir išsprendė nely- 
gybių sistemas, parašė atsakymą. Žino, kaip kvadratinį trinarį skaidyti daugi- 
namaisiais, tik neparašė — 1 prieš skliaustus. Siūlome rašyti 8. 

3) Geriau nelygybės abi puses padauginti iš —1 sprendimo pradžioje. 

—x? —x +2 2 0|: (—1), x?+x-—2 <0; 

x2+x-2=0, x =l, x= -—2. 

Brėžiame grafiką ir nustatome kvadratinio trinario ženklus intervaluose. 
Atsakymas. |—2; 1]. 


a) Sprendžiame kiekvieną sistemos nelygybę ir ieškome jų bendrų sprendinių 
(intervalų sankirtos). 
1) x? < 4, x? — 4 < 0, (x — 2)(x + 2) < 0, x € [-2; 2]. 


2) x? +2x > 0, x(x + 2) > 0, x E(-00; —2) U (0; +00). 


3) Randame abiejų nelygybių bendruosius sprendinius: 
x e [-2; 2], 
x € (—00; 2) U (0; +00) 


Atsakymai. a) (0; 2]; b) sprendinių nėra; c) [6; +00); d) [0; I). 


— x € (0; 2]. 


3.2. 


a>0 
kaix = 0,6 
y=0 
+ 
0,6 
+ - + 
-2 1 
25 x 


Kvadratinés nelygybés 
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5.3. Racionaliosios nelygybés 


Racionaliąsias nelygybes, kaip ir kvadratines, galima «e mokėti, susidarydami nelygybiu sistemas ar kitaip. 


spręsti pertvarkant į nelygybių sistemas. Išnagrinėję išspręsti nelygybes 


skyrelį, mokiniai turėtų: 


žinoti, kaip nuo skaitiklio ir vardiklio ženklo pri- 


aj xbi : 
a5x--b5 * 0; 


e pastebėti, kad nelygybės e x0 ir enm x0 turi 


petbi 


klauso trupmenos Zenklas; tuos pačius sprendinius. 
gebėti paprasčiausiais atvejais racionaliąją nelygybę Pastaba. Reikia atkreipti mokinių dėmesį, kad pertvar- 


o 


pertvarkyti j lg 


£3) x0 (Čia x reiškia >, <, > arba <) kant nelygybes, negalima abiejų nelygybės pusių dau- 


pavidalo ke M ginti iš vardiklyje esančio reiškinio su neZinomuoju. 


PRATIMAI IR UZDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 270. 
Vidutinis lygmuo: 271, 274. 
Aukštesnysis lygmuo: 272, 273, 275. 


270. c) Sunumeruokime nelygybes: 


(D) ££ «0; 9 E20; G) E «0; (320 

(4) mokys abi puses padauginkime iš —1 (nors tai nebūtina): 
3—x x—3 

x+ 17 L es x+7 $9 
Nustatome, su kokiomis x reikšmėmis trupmenos skaitiklis yra neigiamas ir su 
kokiomis — teigiamas: 

x-3=0, kai x = 3; x — 3 > 0, kai x > 3; x —3 < 0, kai x < 3. 
Nustatome, su kokiomis x reikšmėmis trupmenos vardiklis yra neigiamas, su 
kokiomis — teigiamas: 

x+7=0,kaix = —7; x +7 > 0, kai x > —7; x +7 < 0, kai x < —7. 
Skaičių ašyje pasiZymime dvinarių x + 7 (virš ašies) ir x — 3 (žemiau ašies) 
Zenklus intervaluose. 

Ženklai skirtingi, kai —7 < x < 3, tai (1) nelygybės sprendiniai x € (—7; 3). 
Ženklai vienodi, kai x < —7, arba x > 3, tai (2) nelygybės sprendiniai 

x € (—o0; —7) U (3; +00). 

Ženklai skirtingi, kai —7 < x < 3, o trupmena lygi nuliui, kai x = —7, tai (3) 
nelygybės sprendiniai x € [—7; 3). 

Ženklai skirtingi, kai —7 < x < 3, o trupmena lygi nuliui, kai x = 3, tai (4) 
nelygybės sprendiniai x € (—7; 3]. 

e) Sunumeruokime nelygybes: 

0-450 D T < O B <0 O i ES 

(5) 3 20. 


(1) ir (2) nelygybes galime persitvarkyti taip, kad nelygybių skaitiklio reiškinių 
ženklai būtų vienodi. Pamatysime, kad tai ta pati nelygybė. 


DO B) duc, deem uix 
= = ; > 0; 
5x425 SIS  5x+25° 5x+25 
2 — 4x 4x —2 
0 - (—1); 0. (2 
55225“ D x57’ O 


Nustatome trupmenų skaitiklio ir vardiklio ženklus: 

4x — 2 = Q, kai x 20,5; 4x — 2 > 0, kai x > 0,5 ir 4x — 2 < 0, kai x < 0,5. 
5x 4-25 = 0, kai x = —5; 5x +25 > 0, kai x > —5 ir 5x 4-25 < O, kai 
x<-5. 


Atsakymai. a) (0; +00); (0; +00); [0; +00); (0; +00); 

b) (—00; —0,5) U (0; +00); (—0,5; 0); (—00; —0,5] U (0; +20); [-0,5; 0); 

€) (77; 3); (-00; —7) U (3; oo); [-7; 3); (7-7; 3]; 

d) (—00; —5) U [0,2; +20); (—00; —5) U [0,2; +-00); (—5; 0,2); 

e) (—00; —5) U (0,5; --oo); (—06; —5) U (0,5; coo); (—5:0,5); (—5:0,5]; 
(—00; —5]U (0,5; +00). 


- + + 
—- - 
X 
- -7 - 3 + 
skaitiklio ženklai 
- - + 
X 


"UE 
vardiklio Zenklai 


271. a) Pertvarkome nelygybes taip, kad kairėje pusėje būtų reiškinys su neZino- 
muoju, o dešinėje — nulis. 
a) = >00; 0 E z0 GE <0; 0-į<0|-C2,+>0. 
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272. 


273. 
274. 


275. 


Nustatome skaitiklio ir vardiklio Zenklus: 
1l — x = 0, kai x = 1, 1 — x > 0, kai x «lirl—x < 0, kai x > I. 
Pasižiūrėję į skaitiklio ir vardiklio ženklus parašome atsakymus. 
Atsakymai. a) (0; 1], (0; 1], (—06; 0) U (1; +00), (0; +00); 
b) (—06; 0) U [2,5; +00), (—00; —2,5] U (0; +00), (—2,5; 0). 
b) Užsirašome atitinkamas lygčių sistemas: 
D 5x + 10 <0, 5x + 10 > 0, 

|x] > 0, |x| < 0. 
Antroji sistema prasmės neturi, nes |x| < 0 būti negali. Todėl užtenka išspręsti 
pirmąją: 
5x < —10, x < —2 ir x € R/(0] 
Vadinasi, pirmąją nelygybę tenkina visi x € (—oo; —2]. 

) 5x 4- 10 > 0, 5x -- 10 « 0, 

|x| > 0, |x| < 0. 
Vėl nereikia spręsti antrosios sistemos. Tuo tarpu pirmąją tenkina visos x 
reikšmės didesnės už —2, išskyrus 0. 
Atsakymai. a) (—00; 0) U (0; 1,5), (1,5; +00); 
b) (—00; 2], (—2; 0) U (0; +00). 
a) [1; o9); b) (-5; —2) U [2; 5). 
c) Funkcijos LX + 5 apibrėžimo sritį D sudaro x reikšmės, kurios tenkina 
sąlygas: 

x xz 0, x xz 0, 
0; 


x+52 x z-—5. 
Atidedame šias reikšmes skaičių ašyje. 
ILLU LI UL I I aL UU. 
X 
-5 0 


d) Funkcijos vx? +2x — 3 2 apibrėžimo sritį D; sudaro tos argumento 
PSP di kurios tenkina sak ed 


x? 42x 2 0, 

2140. 
x? +2x 20, x(x +2) 20,34 20; 39 = —2. 
P 9p parabole y — x? 4- 2x. 
x +2x Z 0, kai x < —2 arba x 20. 

x? — 1 #0, (x — D(x + 1) z 0, kai x £ 1, x zZ —l. 
Abi sąlygas pasiZymime skaičių ašyje. 
Atsakymai. a) (—00; —4) U (—4; +020); b) (—00; —5) U (—5; +00); 
c) [-5; 0) U (0; +00); d) (00; -2] U [0; 1) U (1; +00). 
Pavyzdžiui: 
a) -= > 0; b) 35 5 > 0; e) 2573 <0 ;d) ta 


Paprasčiausia sugalvoti racionaliąją nelygybę a) ir b atvejams, kai vardiklio ar 
skaitiklio Zenklas pastovus. Atveju c) ir skaitiklio, ir vardiklio Zenklai teigiami 
arba neigiami. 


3.3. 


skaitiklio Zenklai 


z dh pt 
vardiklio Zenklai 


Priminkite mokiniams 

Funkcijos apibrėžimo sričiai priklau- 
so tos argumento reikšmės su ku- 
riomis funkciją nusakantis reiškinys 
turi prasmę. Trupmena turi prasmę, 
kai jos vardiklis nelygus nuliui, o 
lyginio laipsnio šaknis — kai pošak- 
nis neneigiamas. 


Racionaliosios nelygybės 
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Skyrelyje kartojamas trikampių panašumas. Be vado- 
vėlyje pateikto trikampių panašumo apibrėžimo ir po- 
žymių, dar reikėtų pakartoti ir kryžminių, gretutinių 


5.4. Geometrijos uždaviniai 


kampų bei kampų, gautų dvi lygiagrečias tieses perkir- kvadratui. 
tus trečiąja, savybes. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 276, 277, 279. 
Vidutinis lygmuo: 278. 
Aukštesnysis lygmuo: 280. 


Vertėtų atkreipti mokinių dėmesį į tai, kad panašių- 
jų trikampių perimetrų santykis lygus panašumo koe- 
ficientui, o plotų santykis lygus panašumo koeficiento 


Pastaba 

Sąlygoje įsivėlė klaida. Turėtų bū- 
ti „aukštinės, nubrėžtos į kraštinę 
LN, ilgis“. 


8 


276. a) /1— Z3 = Z4 = Z6 = 140°, Z2 = Z5 = Z7 = 40°; 
b)Z1—23-2Z74-—276-—30?, 722 Z5 = Z7 = 150". 
277. ZA = ZL = 30°, ZB = ZM = 105°, 
ZC = ZN = 180? — (30? + 105?) = 45°. 
2) Iš stačiojo AAB D randame AB = 4. 
3) Iš stačiojo lygiašonio ABDC: DC = BD =2, randame BC = 24/2. 
4) Iš stačiojo AABD: AD = 243, DC =2,tai AC = 24/3 42. 
2. 
Ska = A n. 
6) LM = 4B = 4 =2, LN = = /3+1. 
7) h = 1, nes panašiųjų labem aukštinių santykis lygus panašumo koefici- 
entui BD : h = 2. 
8) PAApc — 6 V2+ 243, Saagc = 243 +2. Todėl 
PALMN = PAABC —3 +0,5/2 + /3 = 0,5(/3 + 1). 
278. a) 1) AACB ~ AMNC, pagal du lygius kampus: ZA = ZM, ZB = ZN, 
(kaip atitinkamieji kampai gauti dvi lygiagrečias tieses perkirtus trečiąja). 
2) ZM = 50°, ZN = 40“, tai ZC = 180? — (40? + 50?) = 90°. Trikampiai 
ABC ir MNC — statieji. 
3) Panašiųjų trikampių atitinkamų kraštinių santykis lygus trikampių panašumo 
koeficientui: 
ue = c = 2c =3;k=3, santykis XC € yra atvirkščias santykiui We —3, 
todėl XC = 4. 
Perimetrų ir plotų santykiui rasti pasinaudojame vadovėlio 142 p. pateiktomis 
lygybėmis. 
PAABC _ 4. ŠAMNC _ 1 
PAMNC || ŠaABC — 97 
4) 45 =3; MN = AB: MN — 4. 
AC ir BC ieškosime pasinaudodami tuo, kad trikampis ABC yra statusis ir 
žinomi jo kampai. 
sin B = AP AC = AB - sin ZB, AC = 12: sin40*, 
sin ZA = P BC, BC = AB . sin ŻA, BC = 12 . sin 50°. 
SAABC = 12. sin 4012: sin 50° y 35,45. 
ge - L, tai SACMN = SAARE. = 3,94. 
SAABC . =, m 
) sasuw — ^ tai SaABC = ASABMN. SAMNC = SAABC — SABMN = 
=3Sapuyi SE 3. 
Atsakymai. a) 2) LM = 50°, ZN = 40°, ZC = 90°; 3) AS =3, XS = : 
DAABC — 3, ŠAMNC — l; 4) MN = 4, AC = 12. sind? = 7,7 c 
^MNC AABC 
BC = 12- sin 50° = 9,2 cm, Saagc ~ 35,45 cm?, SAcMN ^: 3,94 cmž; 
b) 1:3 
279. AABD ~ AEAC, tai 
AE = EC» 35 3% BD = 4$ 2$ 
Atsakymas. BD — 25. 
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5.4. Geometrijos uždaviniai 


280. Panagrinékime brėžinį a). Pastaba 


1) AADH ~ ACDE, AAFH ~ ABFG (nes kampai lygūs); Išsprendę uždavinį matome, kad taš- 
AH | CE — HDCE | 430150 _ s i j ši ž taš 
2) 474 = CE, ED = HDECE — 330459 — 258 (cm); kas F yra toliau (į dešinę) už tašką 


E. Tačiau, tai nepakeičia nei už- 
davinio esmės, nei sprendimo bū- 
do. Galime nusibraižyti ir brėžinį, 
4) AAHF — status lygiašonis, H F = 250 cm, HG = 250 — 180 = 70 (cm); atitinkantį šią situaciją (Zr. brėžinį 


3) ABGF — status lygiašonis: BG + GF? = BF?, 2BG? = BF?; 
BG = BEA — 5542 x 180 (cm); 


GE = HD — HG — ED = 430 — 70 — 258 = 102 (cm). b). 
a) A b) A 
e 
H G FE D H G EF D 
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6. LAIPSNINÉ FUNKCIJA 


6.1. Funkcija f (x) = x" 


Išnagrinėję skyrelio medžiagą mokiniai turėtų: e apskaičiuoti laipsninés funkcijos reikšmes mintinai 
e mokėti nurodyti funkcijos f(x) = x" apibrėžimo ir ir skaičiuokliu. 
reikšmių sritį, lyginumą ir grafiko simetriškumą, di- Mokiniams reikia priminti pagrindines laipsnių savy- 
dėjimo ir mažėjimo intervalus, visoms lyginiolaips- bes: kai m > n, tai af > aï, jei a, > Lirar" < aj, jei 
nio funkcijoms bendrus taškus, visoms nelyginio 0 < a < 1 ir mokyti tuo pasinaudoti nustatant, kurios 
laipsnio funkcijoms bendrus taškus; funkcijos grafikas koordinačių plokštumoje išsidėstęs 
e suvokti simbolių f(1), f (—x) ir pan. prasmę; aukščiau, kurios Žemiau. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 288, 289, 291, 292. 
Vidutinis lygmuo: 290. 


288. a) 2; b) 0; c) 2 +34/3; d) —0,46; e) 1. 


, 289. Funkcijos g(x) = x3, kai x € R, o funkcijos f(x) = x*, kai x € (0; +00), 
reikšmės didėja, kai didėja x reikšmės. Todėl, kai x; > xo, tai ir funkcijų 
reikšmės f(x1) > f(x2), g(x1) > g(x2). Intervale (—00; 0) funkcija f(x) = 
= x? yra mažėjanti. Todėl, kai x; > x2, funkcijos reikšmės f(xj) < f(x2). 
c) Kai x < 0, funkcija mažėjanti; —1,1 > —1,2, tai f(CLD < f(-1,2). 

e) Funkcija lyginė (f(-x) = f(x)), todėl (—3, 3)2 = 3,32. 

g) Pasinaudojame tuo, kad a? > a^, kai a > 1, f(2,3) < 2.3), nes 2, 34 < 

< 2,35, 

Atsakymai. a) f 2,3) < f(2,4); b) 2(3,5) < 8(3,7); e) f(-1,1) < f(-1,2); 
d) g(—0,12) < g(-0,1); e) f(-3,3) = f (3,3); f 8(—3,3) < 3,3); 

g) f (2,3) < 8(2,3); h) f(-2,3) > g(-2,3). 

290. a) Vienintelė iš duotųjų funkcijų nelyginė yra funkcija g(x) = x !?, jos reikš- 
més gali būti neigiamos, o grafikas yra simetriškas koordinačių pradžios taško 
atžvilgiu, todėl (2) grafikas atitinka g(x). 

Akivaizdu, kad x!* > x!?, kai |x| > 1, pvz., 24 > 212. Vadinasi, A(x) = x!4 
grafikas yra aukščiau už f (x) = x!? grafiką intervaluose (—00; —1) ir (1; +00). 
Todėl f(x) grafikas yra (3). 

Atsakymai. a) (1) — h(x), (2) — 8(x), (3) — fœ), 

b) (1) — h(x), (2) — 8(x), 3) — f œ). 


291. a) (—1; —1), (0; 0), (1; 1); b) (—1; 1), (0; 0), (1; 1); e) (0; 0), (1; 1). Pastaba 
Pravartu pasinaudoti 290 uždavinio 
brėžiniu. 


maon Taa 
= falaoa 
p ao fiet 
re [afato] 
PZTEJEIDEI 


293. Sprendžiant šį uždavinį, būtina atsižvelgti į pavyzdžius, pateiktus vadovėlyje. 
Labai patogu brėžinius brėžti kompiuteriu, turint tinkamas programas. 
a), b) ir c) grafikus gausime funkcijos f(x) = x3 grafiką stumdami lygiagrečiai 
x arba y ašims, kaip patariama vadovėlyje. 
Atveju d) funkcijos y = 2x? reikšmės yra gaunamos funkcijos y = x? reikšmes 
dauginant iš 2. Atveju e) funkcijų grafikai yra gaunami apverčiant d) grafikus 


per x ašį, t.y. y = 2x? ir y = —2x? atitinkamos reikšmės yra vienas kitam 
priešingi skaičiai. Atveju f) grafikus gauname pastūmę e) grafikus lygiagrečiai 
y ašiai. 
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Atsakymai. 


6.1. Funkcija f (x) 2 x" 


Skyrelyje paprastais pavyzdžiais paaiškinta, kaip spren- 
džiamos ax" = b pavidalo lygtys. Su mokiniais reiktų 
išspręsti ir lygtį, kurios sprendinių negalime mintinai 


6.2. Lygtis ax" = b 


rasti, pavyzdžiui, x? = 7. Tikslūs tokios lygties spren- 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 294. 
Vidutinis lygmuo: 295, 296. 
Aukštesnysis lygmuo: 297. 


294. 
295. 


296. 


297. 


a) 1, —1, 0; b) +1, Ø, 0; c) V4, — V4, 0; d) V2, 3⁄2, Ø, — V2. 

a) Skaičių 8 gausime 2 pakėlę trečiuoju laipsniu: (2x 4- 4)3 = 23. Vadinasi, 
lygties sprendiniai yra tos x reikšmės, su kuriomis 2x + 4 = 2, t. y. x = —1. 
b) (3x — 5} = —13, 3x -5 = —1, x = $. 

c) Yra du skaičiai, kuriuos pakėlę kvadratu gausime 36, tai —6 ir +6. Lygties 
sprendinius randame iš lygčių: 


x? — x = —6, x? — x — 6, 
x?—- x 620, x?-x—-620, 
D=1-24<(0, D=14+24=25, 
1-5 145 
e. = —— =-2, = =3. 
X] 2 X2 2 


d) Ši lygtis sprendinių neturi, nes keldami lyginiu laipsniu gauname neneigiama 
skaičių. 
Atsakymai. a) —1; b) 14; c) —2; 3; d) Ø. 
2 
b) Stačiojo trikampio antrąjį statinį a randame iš lygybės tg 30? = 77: 
„Žala 2 
a= r ng ru a J 3x*. 
Plotas S = i ax? x? = 3,4, Apskaičiuojame x: 
3,44 = 3, x*=2, x = V2, x = - V2. 
Atsakymai. a) —2, 2; b) + V2; c) 2; d) 1. 
1) Lygties sprendiniai yra funkciju y — x" ir y — 5 grafikų susikirtimo taškų 
abscisės. 
a) +1; b) Ø; c) 2. 
2) Jei b — 4, tai mokinys bréZé tiese y — 4: a) atveju 2 = 1, tai a = 4; 
b) atveju 4 = —1, a = —4; c) atveju i = 8, a = 0,5. 
Mokinys sprendė lygtis: 
a) 4x" = 4; b) —4x" = 4; c) 0,5x" = 4. 
Jei a = 4, tai mokinys brėžė tiesę y = b, taigi: 


^ a) atveju H = 1, b = 4; b) atveju b = —1, b = —4; €) atveju 5 = 8, b = 32. 


6.2. 


Mokinys sprendė lygtis: 
a) 4x" = 4; b) 4x” = —4; c) 4x" = 32. 
3) Tiesé y — ? nekerta funkcijos y = x?" grafiko, kai P < 0, todėl lygtis 


a 
ax?" = b neturi sprendinių; kai tiesė sutampa su x ašimi T — 0 — vienas 


sprendinys, kai b > 0, lygtis turi du sprendinius. 
4) Tiesé y — b visuomet kirs funkcijos y = x?"*! grafiką ir lygtis ax?"^*! = b 


turės vienintelį sprendinį. 


Lygtis ax" =b 


diniai užrašomi su šaknimi (x = AT, o apytiksles 
sprendinių reikšmes galime rasti skaičiuokliu, turinčiu 
funkcijos reikšmių skaičiavimo galimybę. 


Pastaba 

Grafikų žymėjimas a), b) ir c) bei 
reikšmių pasirinkimas 2) punkte (a 
ir b) nėra susiję. Geriau grafikus 
sunumeruoti I, II, III ar kaip kitaip. 
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6.3. Funkcija f (x) = 3/x 


Nagrinédami šį skyrelį mokiniai turėtų: e išmokti taikyti laipsninių funkcijų savybes funkci- 


e žinoti skirtumą tarp lyginio laipsnio šaknies ir ne- jos reikšmių palyginimui, grafikų atpažinimui (užd. 
lyginio laipsnio šaknies apibrėžimo sričių; 300, 301, 303, 305). 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 298, 299. 
Vidutinis lygmuo: 300, 301a, 302, 305. 
Aukstesnysis lygmuo: 301b, 303, 304. 
298. a) 1; b) 3; c) 0; d) —1,1; e) I. 
299. Atvejais a)-c) patarkite mokiniams pasinaudoti tuo, kad abi funkcijos yra di- Pastaba 
dėjančios visoje savo apibrėžimo srityje, todėl, kai argumento reikšmė didesnė, Atveju d) galima lyginti tik funk- 
tai ir funkcijos reikšmė didesnė ir atvirkščiai. cijos reikšmes g(—0,1) ir g(—0,2). 
Atsakymai. a) f(2,3) < f(2,4); b) g(3,5) < (3,7); c) f(0,1) > f(0; Matyt, taip ir turėjo būti parašyta. 
d) palyginti negalima, nes lyginio laipsnio šaknis iš neigiamų skaičių neturi Tada, 1/—0,1 > 31/—0,2. 
prasmės; e) f (2,3) > £(2,3), nes 1/2,3 = 1,231, o 3/2,3 = 1,181; 
1) f(10) > (10). 
300. a) (1) — f(x); (2) — 8x); b) (0) — f(x); (2) — g). 
301. a) Reikia nepamiršti, kad funkcijų grafikai duoti intervale [0; 1]. 
Norėdami palyginti funkcijų reikšmes, pavyzdžiui taške x = j palyginame | 
1 l 
n ir Dil kaip laipsnius (4)10 < (3)79, nes Jh > 45 (taikome laipsnių S 
` savybę. a” < a", kai m > n ir O < a < I). Didesnės yra funkcijos g(x) 
reikšmės, taigi g(x) grafikas (1), o f (x) — (2). 
b) Tik nelyginio laipsnio šaknis iš neigiamų skaičių turi prasmę, todėl į III 
ketvirtį (kai x < O ir y < 0) galima pratęsti tik funkcijos g(x) = !?/x grafiką. 
Teisingas atsakymas C. 
l l 
€) 1) g(x) > f(x); 2) f(x) > g(x) (pavyzdžiui, kai x = 2, turime 210 > 219, 
nes kai pagrindas a > 1, tai a” > a”, jei m » n). 
302. Galima paaiškinti taip: 
e Lyginio laipsnio šaknys, kai x < 0, neegzistuoja, tai (3) ir (4) gali būti tik 
` funkcijų g(x) = 12/x arba I(x) = 12/x — 2 grafikai. 
e Patikriname, kuris grafikas eina per koordinačių pradžios tašką (0; 0): 
kai x = 0, g(0) = 1/0 = 0, 1(0) = "3/0 — 2 = —2, todėl (3) — g(x), 
(4) — I). 
e Nelyginio laipsnio šaknys turi prasmę ir kai x < O, tai (1) ir (2) grafikai yra 
funkcijų f(x) = Y/x arba h(x) = ix +2. 
e Patikriname, kurios funkcijos grafikas eina per tašką (0;0). Kai x = 0, 
f (0) = 0, h(0) = 2, todėl (1) — f(x), (2) — h(x). 
Atsakymas. C. 


303. a) /4(x) — (1), fs) — (2), iE) — 3), RE) — (4); 
b) 


AT 
LET 


66 6.3. Funkcija f(x) = yx 


304. 1) Grafikų simetrijos ašis — tiesė y = x yra I ir III koordinatinių kampų 
pusiaukampinė, tai, brėžinį perlenkus per ją, x ir y ašys sutaps ir taškas A 
sutaps su jam simetrišku tašku B funkcijos y = /x grafike. Taško A ordinatė 
y = b bus taško B abscisė x = b, o taško a abscisė x = 1,5, bus taško B 
ordinatė y = 1,5. Teisingas atsakymas B. 

2) Jei taškas A(1,5; b) priklauso funkcijos f(x) = x? grafikui, tai b = f (1,5) = 
— 2,25. Koordinatés yra A(1,5; 2,25), B(2,25; 1,5). 

3) Kadangi A ir B yra simetriški tiesės atžvilgiu, tai jie yra ant statmens išvesto 
per tašką A tiesei y = x. Kur statmuo kerta y = „/x grafiką, ten yra taškas B. 
4) Funkcijų f(x) = x?'*! ir g(x) = ?"*l/x grafikai taip pat simetriški y = x 
atžvilgiu. 


se. 


305. 1) a) x = 16; b) x = —8. 
2) Mokinys sprendė lygtį: a) 4/x = 2; b) 3/⁄x = -2. 
3) Taip. Kai a < O, tiesė x = a nekerta funkcijos f(x) = "x grafiko, nes 
funkcijos reikšmės neneigiamos, lygtis ??/x = a sprendinių neturi. 
4) Ne. Tiesė y = a visada kerta funkcijos g(x) = ?"*1/x grafiką, nes funkcija 
įgyja reikšmes nuo —oo iki --oo. Lygtis ?"*l/x = a turi vienintelį sprendinį. 


a" 
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6.4. Iracionaliosios lygtys 


Skyrelio tikslas — išmokyti mokinius spręsti paprastas ti tiek teigiamas, tiek neteigiamas reikšmes, kai 

iracionaliąsias lygtis, kai nežinomasis yra kvadratinės x e R; ? 

arba kubinés šaknies pašaknyje. e žinoti, kad, abi iracionaliosios lygties puses pakėlus 

Mokiniai turėtų: lyginiu laipsniu, gali atsirasti pašalinių sprendinių, 

e prisiminti, kad funkcija f(x) = X/x, kai x > 0, todėl sprendinius būtina tikrinti, įstačius gautas ne- 
įgyja tik neneigiamas reikšmes, o ?*1/x gali igy- žinomojo reikšmes į pradinę lygtį. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 306, 307a,b, 308. 
Vidutinis lygmuo: 307d), 309, 310, 311a,b. 
Aukštesnysis lygmuo: 307c, 309e, 311c. 


306. a) 1, 2, 0; b) 1, —1, 0; c) 1, Ø, 0; d) 1, —1, 0. 


307. b) į 
/3x—-3=3|12 J5x—3-2-3 45x - 320 
5x —329 Lyginio laipsnio šaknis negali Jei šaknis lygi nuliui, tai 
= E būti neigiamas skaičius. pošaknis irgi lygus nuliui. 

x24 Sprendiniu nėra. 5x — 3 = 0, x = 0,6 
Patikrinimas. Kai x = 2,4, /5.2,4 — 3 = /12 — 3 = 3, kai x = 0,6. Pastaba. 
o KJ -2xr326-8| 0? i c) atvejo trečioji lygtis turi būti to- | 
x? — 2x +26 = 64, x? — 2x — 38 = 0, D = 2/59; i a codon. 
xj = 22249 = 1 — 39, x, = 1 + V39. 


E UN Kaix—1-— V39, 

V1 — 24/39 +39 — 2 +2439 +26 — 3 = 5, V64 -3 = 5,5 = 5. 
Kai x = 1 + v39. 

V1 +239 +39 — 2 — 2/39 +26 -3 = 5, V64 3-5 5,5 = 5. 


- Atsakymai. a) 3, Ø, —1; b) 2,4, Ø, 0,6; c) +26, 1 + J/26, 1 + 4/39; 
d) 5, Ø, Ø. 


308. a) 7, —9, —1; b) 6, 31, 1. 


309. e) /x2 — 2x = / 3x1 - 2 | 42 


x? — 2x = 3x? — 2, 2x? - 2x +2=0|:(-2), 


x4x—120,x = 2-4, x = T, 
Patikrinimas. 
Kai x; = mas 


EAE, jE. 
G, ERI | 


Kai x? = 


( ET j ( zem) 
DIT "E 
4 V 4) 


Pošakniai lygūs, tačiau abu neigiami (10 < 64/5), tai x? nėra šios lygties 
sprendinys. 


Atsakymai. a) Ø; b) 2; €) 2; d) 1; e) 3; f) 3; g) e. 
310. a) —4; b) 1; c) Ø; d) 1. 
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311. c) Keliame abi puses kvadratu ir sprendZiame. 


2/332-4-2x +5 | 1? 


4(3x? — 4) = 4x? + 20x +25, 8x? — 20x — 41 = 0; 


D = 400 + 32 - 41 = 2.107; 


5 — 4107 2 5-F 4107 
DEn gom MS I 
4 


x = 1 


Patikrinimas. Kai x = xj, 
5— 410742 2(5 — 4/107 
2- (==) ndr ) 


2 is, 
4 4 L. 


" [305 — 104/107 + 107) EE 5 — /107 +10 
16 5 2 p 


2/75 —304107--321—64  15— 107 


Vis A > 
V332 304/107 — 15 — V107 
l 2 B 2 į 
(15— /107)2 = 225 — 304/107 + 107 = 332 — 304/107, be to 15 — /107 > 0. 
Todėl 
y5- 107?  15— V107 
; i 2 ` 
Kai x = x2, 


5+ 410742 2(5 + 4107 
2. (=) -4> CENID us, 


" [3(25 + 10/107 + 107) eda 5 4- /107 +10 
16 = 2 : 


05-4107? — 154 107 
2 uu Aš 


Atsakymai. a) 2; b) 2; c) Sy, AXE y107 


6.4. Iracionaliosios lygtys 


Pastaba 
Užduotis c) spręstina tik su labiau 
matematika besidominčiais mokiniais. 
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6.5. Geometrijos uZdaviniai 


Mokiniai turėtų: e mokėti apskaičiuoti kubo ir stačiakampio gretasie- 


žinoti, kas yra kubo ir stačiakampio gretasienio nio tūrį, paviršiaus plotą, įstrižainių ilgius; 
briauna, siena, sienos įstrižainė, kubo ir stačiakam- « suvokti, kaip kinta kubo ar stačiakampio gretasienio 


pio gretasienio įstrižainė; tūris kelis kartus pakitus kraštinių ilgiams. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 312, 313. 


Vid 


utinis lygmuo: 315, 316. 


Aukštesnysis lygmuo: 314. 


312. 


313. 


314. 


315. 


316. 
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Viso paviršiaus plotas Tūris 


a) ir b) l Briaunų suma Sienos plotas 
Kubo briauna a 12a 2 


a 6a? 
Kubo briauna 2em 24cm? 


Stačiakampio briaunos Ata b-td ali Baz ad: 2(ab + bc 4- ac) 
lygios a, b, c 

Stačiakampio briaunos 2 2 2 ES 2 3 
2em, 2,5cm, Som 5cm“, 7,5cm^, 6cm“ | 2(5 +7,5 +6) — 37 cm^ | 15cm 


4(2 +2,5 +3) = 30cm 


c) 1) Vkano = Vgretasienio — Vkubo = 15 — 8 = 7 cm?; Pastaba 

2) S = Sgretasienio — 2a? + Skubo šoninis = 2(ab + bc + ac) + 2a? = 37 + 8 = Stačiakampio gretasienio įstrižainei 
= 45cmž; apskaičiuoti galima pasinaudoti for- 
3) Dažų reikės 90 g. mule d? = a? + b? + c?, o kubo 


2. 442 
a) 1) 5cm; 2) 125cm?; 3) 5/2 em; 4) 5/3cm. 4 = 
b) 1) V5 cm; 2) 54/5 cm?; 3) V10 cm; 4) V15 cm. 

a) m lygi trims kubelio viršutinės sienos įstrižainėms 3a V2; 

kai a = lcm, m = 34/2cm; 

b) m lygi trim kubelio įstrižainėms 3a /3; kai a = 1 cm, m = 3/3 cm. 
PasiZymime pagrindo plotį a = 40cm = 4dm = 0,4 m, ilgį b = I m = 10dm, 
o aukštį c. | 

1) Tada V =a-b-c, V =0,4-1-c =0,2m3, c = $4 = 4 (m) = 50cm. 

2) V = 1502 = 150dm3, 4-10-c = 150, c = 30 = 3,75 dm = 37,5cm. 
Atsakymas. Akvariumo aukštis 50 cm; vandens aukštis 37,5 cm. 

a) Kubų briaunas pasižymime a ir 2a. 


Vnaujojo (2a)3 3 

Vpradinio a 

b) Pasižymime gretasienių briaunas a, b, c ir 2a, 2b, 2c, atitinkamai. 
Vnaujojo " 2a-2b-2c 
Vpradinio a-b.c 


Atsakymai. a) 8, 27, 64, n?; b) 8, n?. 


= 8. 


6.5. Geometrijos uždaviniai 


— 


7. RODIKLINÉ FUNKCIJA 


7.1. Funkcija f (x) = a* 


Mokiniai gali savarankiškai nagrinėti funkcijų 2*, 3*, « mokėti nubraižyti rodiklinės funkcijos grafiko eski- 


( ly ir( i savybes ir spresti 324 ir 327 uZduotis (vie- Z3; 
noje koordinačių sistemoje nusibraižę funkcijų grafi- , gebėti apskaičiuoti rodiklinés funkcijos reikšmes 
kus). Šių užduočių c), d) ir e) punktų atsakymai pra- mintinai ir skaičiuokliu; 


vers sprendžiant kitus skyrelio uždavinius. 
Išnagrinėję skyrelio medžiagą mokiniai turėtų: 


e taikyti rodiklinės funkcijos savybes paprasčiausioms 
užduotims spręsti. 

žinoti rodiklinés funkcijos apibrėžimo ir reikšmių Norėdami sėkmingai spręsti pateiktas užduotis, moki- 

sritis, kurios rodiklinės funkcijos yra didėjančiosios, niai turi prisiminti kėlimo laipsniu taisykles ir faktą, 

kurios mažėjančiosios, kad taškas (0; 1) yra bendras kad, jei a < b, tai a" < b", kai m > 0, ir a" > b", 

visoms rodiklinėms funkcijoms; kai m < O. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


"Minimalus lygmuo: 324, 326.1,3, 327, 329.1,3. 


Vidutinis lygmuo: 325, 326 2), 328, 329 2), 330. 
Aukštesnysis lygmuo: 331. 


324. Rodiklinės funkcijos reikšmes galime rasti skaičiuokliu. Pavyzdžiui, f(x) = 2*, Patarkite mokiniams 


kai x = -1, reikšmę f(-2) =27V2 a 0,717 rasime tokia tvarka: pasinaudoti funkcijų grafikais, nu- 
braižytais vadovėlio 172 p. 
laipsnio kėlimo laipsniu laipsnio ženklo atsakymas 
pagrindas funkcija rodiklis keitimas 


[=] 0717106781 


1 1 1 1 1 1 | 1 
Atsakymai. 2) a) 22 < 32, 222 <392;:b) 272 2 372, 2722 > 3732; 
c) 2* < 3*, kai x € (0; +00); d) 2* > 3*, kai x € (—00; 0); 
e) 2* = 3*, kai x = 0. 
3) Kadangi funkcijos 2* ir 3* yra didėjančiosios, tai jų reikšmės išsidėstys 
rodiklių didėjimo tvarka. 
a) 278, 2-3, 272, 20, 232, 25, 28, 215; 
b) 3-05, 3-14, 373, 3-3, 33, 33, 39, 310, 


4) a) b) Pastaba 
fd == 1 x 0,1, g(-4) = 3—4 B3 ^: 0, Iš tikrųjų, geriau būtų parašyti atsa- 
16 81 kymus šimtosios tikslumu, nes ki- 

f5) = 2 =32, £(5) = 35 = 243, taip g(—4) = 0, kas mokiniams ga- 

1 1 1 1 li pasirodyti keista. 

—|= 22 = = = 32 = = 
f(5) «2$ = V2 14, s(;) 235 2 3i, 

1 2h 1 1 i 1 

—-|= 2 = — 2 —-| = 2 = — = 

f(-5)22 > 207, (-;)=3 ; «06, 
3 5 

rÈ) =23 = V2 = S ~ 2,8; e(Ż)=3 = V35 = V243 ~ 15,6; 


o f(/2) 2272 x244 2,23, — g( 4/2) 32 x 30414 x 4,7, 


325. 1) I$ brėžinio matome, kad, kai x € (0; +00), aukščiau yra funkcijos g(x) = b* 


grafikas, t.y. funkcijos g(x) reikšmės didesnės už funkcijos f(x) reikšmes. 
Apskaičiuojame funkcijų reikšmes, kai x = 1, ya = f(1) = a! =a, 

Yb = g(1) =b! = b, tai b > a. 

2) Funkcijų reikšmės, kai x = —1: f(-1) = a7! = L, g(-1) =b"! = L. 


Atsakymai. 1) b > a; 2) nuo apačios: i 1, a, b. 


326. 1) A; 


2) a) a » b; b) a? > D,a* > bt, al% > p100. 0a? < b™3, a74 < b74, 
a100 < p-100. d) a* > b*, kai x € (O; +00); e) a* < b*, kai x € (—00; 0); 
f) a* = b*, kai x = 0; 

3) a) a710 4-99 47 „410. 

b) b-16, b-5, b74, b-75 p-v3 po, b*5, b*5, pi, p16. 


, > 
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32 


329. 


. 330. 


33 


2 


8. 


. f(x) = a“ grafikui priklausantis taškas, tai f(—1) < g(—1) ir 1 < g: 


Nu 


b) (3 < (75, (19732 < 0? 
c) ()* < (L), kai x e (-00; 0) 
a) a > 


GY, kai x € (0; +00); 
= (4), kai x = 0. 

3) Kadangi funkcijos f(x) = (1)' ir g(x) = (4)“ yra mažėjančiosios, tai jų 
reikšmės didėja, kai Dpto rodikliai d x 


a) (3)^. (9). (8). Q4. y a. 0 QU 
w (5^. (^. Q0*. (95. 075, 75. 7^ Gy E 
1) Kai x = I, f(1) = a! = a, g(1) = b! = b. Iš brėžinio matome, kad 


aukščiau yra funkcijos f(x) = a* grafikui priklausantis taškas, tai f (1) > g(1), 
t.y. a b. 


m 


2) Kai x = —1, f(-1) =a71 = 1, g(—1) = b7! = i. Zemiau yra funkcijos 


1 


Atsakymai. 1) a > b; 2) nuo apačios: b, a, L, i 


1) B; 

2) a) a > b; b) à) > P2, a^ > bt, q100 > p100. 

c) a7? <b-3,a7-2* < b7^, g-10 < p-10. 

d)a* < b^, kai x € (-00; 0); 

e) a* > b*, dd aii +00); f)a* = b*, kai x = 0; 
3) a) 4199, a9 9 ai a3, a 23 a $ a- -99 g-10. 
b) b16, b15, pv5, p, d V8, p-5, 5-4, b-15, p.16, 


2) a) f(-4) 2 27* = qs. 8(-4) = (į) = 16. 
4 
fA 225 216, g() = (A! = L 
1 1 
f(-5)=2 hs s(5)= G 
b /(-4) =37*= į, 84) = (Į 
f —3* — 81, sc 4-(1)*-8, 
1 1 
He - 30 - 0! - 3. 
f() 232 = 3, a(-5) = (3) ? =3 
3) f(x) = g(-x), f(-x) = g(x). 
4) Kai argumentai yra vienas kitam priešingi skaičiai (x ir —x), tai funkcijų 
reikšmės lygios f(x) = g(—x) ir f(-x) = g(x). Taškai, kurių ordinatés (y) 
lygios, o abscisės (x) skiriasi tik ženklu, išsidėsto abipus y ašies (simetriškai 
y ašiai), tai funkcijų f(x) ir g(x) grafikai yra simetriški vienas kitam y ašies 
atžvilgiu. 


. a) (D), (2) ir (3) funkcijos yra mažėjančiosios, tai 0 < a < 1, 0 < b < 1, 


0 <c < 1. Kai x = —1, iš brėžinio matome, kad a^! < b^! < c^, 


1 « E < L, tai a > b > c. (I$ trupmenu, kurių skaitikliai lygūs, mažiausia ta, 
kurios vardiklis didžiausias.) 

(4), (5) ir (6) funkcijos yra didėjančiosios ir d > 1, e > 1, f > 1. Kai x = 1, 
iš brėžinio (vadovėlio 178 p.) matome, kad d > e > f. 

Kadangi a < 1, 0 f > I, tai funkcijų pagrindai išsidėstys tokia tvarka c < b < 
<a<f<e<d. 

b) Kai x = 1: a! > b! > c!, tai žemiausiaiyra funkcijos y = c* grafikas. 
Vietoje klaustukų įrašome (nuo žemiausio) (3), (2), (1). 

Kai x = —1: d"! > e7! > f Lniya 5 > L > (Iš trupmenų, 
kurių skaitikliai lygūs, didžiausia yra trupmena, kurios vardiklis mažiausias.) 
Žemiausiai yra funkcijos y = f* grafikas. Vietoje klaustukų įrašome (nuo 
žemiausio): (6), (5), (4). 


1 


Patarkite mokiniams 
pasinaudoti grafikų brėžiniais vado- 
vėlio 173 p. 


` Patarkite mokiniams 


pasinaudoti grafikais, nubraižytais va- 
dovėlio 172, 173 p. 


7.1. Funkcija f(x) = a* 


7.2. Rodiklinės lygtys 


Mokiniai rodiklines lygtis sprendžia pasinaudodami 
tuo, kad laipsniai vienodais pagrindais (a # 1) yra 
lygūs tik tada, kai jų rodikliai yra lygūs. Jie turėtų 
mokėti paprastais atvejais pertvarkyti rodiklines lygtis 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 332, 334, 335, 337a,b. 
Vidutinis lygmuo: 333, 336, 337c,e.f. 
Aukštesnysis lygmuo: 337d, 338. 


332. e) 
1 
4* — 8, 9* = —, 25 * = —, 
py 2 2x ig -3 24—x p 
(37) 23 (55) x57, 
2* =, g3 s 
pes 2x = —3, —2x = —3, 
3 
a 3 3 
x=- —_? "t 
2 x= 3 X 2 


Atsakymai. a) x = 7, x 25, x = 8, x = £2; 
bx-0x-25x-3XLx-l 


07, 22, ŽŽ, +1; d) —2, 23, -3, 55:6) 3, —3, 3. 


i a/? = a£? pavidalo lygtis. Sudétingesniais atve- 
jais — pasinaudoti logaritmo apibréZimu. Stipresniems 
mokiniams galima parodyti, kaip tam tikras rodiklines 
lygtis galima spresti jvedant nauja neZinomaji. 


Priminkite mokiniams, 
kad (ar) = gm". 


333. Lygties a* = b sprendinys yra grafikų y = b ir y = a* susikirtimo taško 


abscisė (x reikšmė). 


Atsakymai. 1) a) x = 2; b) x = 0; c) x = —1; d) lygtis sprendinių neturi, nes 


grafikai nesikerta. 
2) a) 2*7 -4b5)27-102 =4;d) 3* =—1; 


3) a) 27 = 22, x = 2; b) 2* = 2, x 20; e) 2 = 27l, 


d) sprendinių nėra; 
4) taip, jei b < 0. 


334. 


d) sprendinių nėra. 


7.2. Rodiklinės lygtys 


x=-l; 
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335. a) x = log, 5; b) x = log5 7; c) x = log; 8; d) x = logs 10; 

e) x = log: 5; f) x = log; 2. 
2 7 

336. c) 5**! = 2, 5**1 = 510852, x + 1 = logs 2, x = logs 2 — 1. 
Atsakymai. a) x = log 7; b) logs 10; c) 510852, x + 1 = logs 2, logs 2 — 1; 
d) 2, 2, V2, — 2. 

337. a) 11; b) 3$; c) x= 1; d) sprendinių nėra; e) 4; f) sprendinių nėra. 

: 338. a) Suvienodiname pagrindus: 9* = (32)* = 3% = (3*)2, 

PasiZymime y = 3*, tada 9* = (33)? = y2, y? — 8y -9=0, 
D=644+36=102, y; 29, y2 = —1. | 
Pradinės lygties sprendinius randame įsirašę y; ir y2 reikšmes: 


34. =9. y 2. 

3* = —], sprendinių nėra. 

d) 7* -72 — T .7-! = 342, pasižymime 7* = y. Priminkite mokiniams, 
49y — Ly = 342, 242 y = 342, yz. kad gn Sar : a^, 
Pradinés lygties sprendiniai 7* — 7, x — 1. (ay = gm. 


Galima spręsti ir kitaip. 

Iškeliame prieš skliaustus 7 su mažiausiu laipsnio rodikliu: 
7*71(7*+2-@-1) — 1) = 342, 7*7! . 342 = 342, 

7-7! =1,x-1=0,x=1. 


Atsakymai. a) x = 2; b) x = 1, x = 3; c) x = 3; d) x = 1. 


x SE ÀáÓÍ€—MgÓáÓÍ 
74 7.2. Rodiklinės lygtys 


7.3. Rodiklinės nelygybės 


Rodikliniu nelygybių sprendimas grindžiamas tuo, kad Mokiniai turėtų mokėti spręsti paprasčiausias nelygy- 


f(x) = a*, kaia > 1 yra didėjančioji, oka10 <a < 1 


— mažėjančioji funkcija. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 339. 
Vidutinis lygmuo: 340, 341. 


339, 


340. 


341. 


7.3. 


9(D' > w > (G) 7 <z 

D (1) «1 «x» 0. 

Atsakymai. a) x € (3; +00); b) x € [2; +00); c) x E (-00; 0]; 

d) x € [3; 4-00); e) x € (—06; 2]; f) x E (0; +00). 

a) x € (—oo; —1); b) x € [-12; +00); €) x € (—00; 0) U (1; +00); 

d) x € (-1; 4). 

a) Funkcijos y = a* reikšmė, kai x = 1, yra a! = 2, t.y. a = 2. Funkcijos 
y = 2* grafikas, kai x > 2 yra aukščiau už tiesės y = b grafiką, o 2* = b, kai 
x = 2, taigi spręsta nelygybė 2* > 4. 

b) Funkcijos y = a* reikšmė, kai x = —1, yra a"! = 3, ty. a = i. Kai 
x < 0, funkcijos y = Gy grafikas yra aukščiau už tiesės y = 1 grafiką, taigi 
spręsta nelygybė (1)* > 1. 

c) Funkcijos y = a* reikšmė, kai x = 2, yra a? = 2: bygis /5 (reikšmė 
a = —4/3 netinka, nes rodiklinés funkcijos pagrindas a > 0). Funkcijos 
y= (V3) grafikas, visoms x reikšmėms yra aukščiau už tiesės y — —2 
grafiką. Spręsta nelygybė (1/3)“ > —2 arba (4/3)“ > -2. 

d) Funkcijos y = a* reikšmė, kai x = 2, yra a? = i ty a- L. Funkcijos 
y = (3) grafikas visoms x reikšmėms yra aukščiau už tiesės y = —1 grafi- 
ką, Kadangi grafikai nesikerta ir sprendinių nėra parodyta, tai nelygybė buvo 
(3)* < —1 arba (1)* < -1. 


Rodiklinés nelygybés 


bes suvienodine laipsniu pagrindus. 


Patarkite mokiniams | 


vadovautis algoritmu pateiktu vado- 


vélio 183 p. 
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7.4. Rodiklinis kitimas 


Šiame. skyrelyje pateikti rodiklinio kitimo pavyzdžiai  Paprasciausiais atvejais mokiniai turėtų: 

iliustruoja, kaip realius procesus galima modeliuoti ro- e mokėti užrašyti atitinkamas rodiklines funkcijas; 
diklinėmis funkcijomis, atskleidžia matematikos ryši su, apskaičiuoti rodiklinių funkcijų reikšmes, kai žino- 
praktika. mos argumento reikšmės, ir atvirkščiai. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 342-345, 350. 
Vidutinis lygmuo: 352-354. 
Aukštesnysis lygmuo: 347, 349, 351. 


342. a) Buvo 100 bakterijų. Kasdien bakterijų skaičius padvigubėja: 
po 1 dienos — 100 - 2 = 200 bakterijų, 
po 2 dienų — (100 - 2) - 2 = 100 - 2? = 400 bakterijų, 
po 3 dienų — (100 - 2?) . 2 = 100 - 2? = 800 bakterijų, 
po 10 dienų — 100 - 2! = 102400 bakterijų, 
po n dienų — 100 - 2" bakterijų. 
Bakterijų skaičius bus 1000 kartų didesnis po x dienų: 100 -2* = 100 - 1000, 
2* = 1000, x = log, 1000. 
Jei norime apytikriai sužinoti x reikšmę galime pasinaudoti formule log, b = 
= ue ir užrašyti log; 1000 = 'EX79. Žinodami, kad Ig 1000 = 3, skaičiuok- 
liu rasime log; 1000 = 'EX ~ 9,966 = 10. 
"Galima galvoti kitaip: pastebime, kad 10 dieną bakterijų bus 102 400, t. y. apie 
1000 kartų daugiau. 


Atsakymai. a) 200, 800, 102400, 100 - 2”; 
b) 300, 1200, 1536000, po 10 dienų, 150 - 2"; 
€) 400, 1600, 20480, 200 - 2", po 10 dienų. 


343. a) Bakterijų buvo 1000. Po dienos liko pusė 1000 - 0,5 = 500; dar po dienos 
(1000 - 0,5) -0,5 = 1000. 0,52 ir t.t. po n dienų — 1000 - 0,5" bakterijų. 
Po 4 dienų bus 1000 - 0,54 maždaug 62 bakterijos. 
Po 10 dienų — 1000 -0,519 = 0,98, t. y. 1 bakterija iš 1000. 


Atsakymai. a) 500 = 62, 1, per 10d.; 
b) 5000, 625, = 10, sumažėjo 1000 kartų per 10 dienų; 
c) 500000, 62 500, = 1000, sumažėjo 1000 kartų per 10 dienų. 


344. Jei prekės kaina didinama 5%, tai po padidinimo ji kainuoja 105% buvusios 
kainos. 
Po n-tojo padidinimo prekė kainuos K, = K - 1,05". 
Atsakymai. a) 10,5Lt, 11,03Lt, 12,76Lt, 10 - 1,05" Lt. 
b) 105Lt, 110,3Lt, 127,63 Lt, 100 - 1,05" Lt; 
c) 1050Lt, 1102,5 Lt, 1276,28 Lt, 1000 - 1,05". 


345. Žuvų po metų lieka 100 — 7 = 93% buvusio kiekio. 
a) 1860, 1730, 1609, 468, 2000 - 0,93'. 
b) 1800, 1620, 1458, 243, 2000 - 0,9'. 
c) 2000(1 — 42), 2000(1 — 425)? 2000(1 — q^, 2000(1 — 15)? 
2000(1— 3). ` 


346. Sudėtines palūkanas apskaičiuojame pagal formule: 
Sn = So(1 + 5). 
čia $9 — pradinis indėlis, Sn — indėlio dydis su palūkanomis po n metu. 
$5 = 2000 - (1 + 0,05)? = 2000 - 1,055 = 2552,56 Lt. 
Kai S, = 2205, tai 2205 = 2000-1,05", 1,05" = 2205 : 2000, 1,05" = 1,1025. 
Ieškome tokio n, kuriuo keldami 1,05 gausime 1,1025. Toks laipsnis bus n = 2. 


Atsakymas. 2552,56 Lt. Saskaitoje 2205 Lt bus po 2 metų. 
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347. Jei pradžioje talpykloje buvo A litrų benzino, o per savaitę išgaruoja 20% 
talpykloje esančio benzino kiekio, tai lieka 80(70) buvusio benzino kiekio. 
Po I savaitės lieka A - 0,8 benzino. 
Po II savaitės lieka (A - 0,8) - 0,8 = A - 0,82, tai išgaravo A — A - 0, 82 = 
= A(1 — 0,87) = A(1 — 0,64) = A - 0,36, tai yra 3676 pradinio kiekio. 
Po III savaitės talpoje lieka A -0,83, tai išgaravo A — A -0,83 = A-(1—0,85) = 
= A(1 — 0,512) = A - 0,488 tai yra 48,896 pradinio kiekio. 
Po IV savaičių talpoje lieka A- 0,84, tai išgaravo A— A- 0,84 = A. (1 —0,84) 2 
= A(1 — 0,4096) = A - 0,5904 tai yra 59,0496 pradinio kiekio. 
Atsakymas. 3690, 48,896, 59,04%. 


348. Kai t = O, tai buvo B(0) = 3000 - 160 = 3000 bakterijų. 
Kai t = Lh, tai B(1) = 3000 - 162 = 3000 - 2 = 6000 bakterijų. 
1 
Kai t = Jh, tai B(1) = 3000 162 = 3000 - 4 = 12000 bakterijų. 
Kai t = 1h, tai B(1) = 3000 - 16 = 48000 bakterijų. 
Pastebime, kad bakterijų padvigubės (bus 6000) po i h 
Atsakymas. 3000, 6000, 12000, 48000, po 1 h 


349. Po 1 savaitės liko V(1) = 1000 - (0,6)! = 600 m£ skysčio. Apskaičiuojame, 
kada inde bus apytiksliai 1 m£ skysčio: 
1000 - (0,6)* = 1| : 1000 


(0,6) 20,001, t = logo, 0,001 
..1g0001 .,, -3 . 
t= T06 ^ — 3 13,5. 


Po + savaičių turi likti 1000 - (0,6)* < 1. 

Kadangi skystis iš indo garuoja, tai jo kiekis mažėja. Jei po 13,5 savaičių inde 
bus apie 1 m£ skysčio, tai po 14 savaičių liks mažiau kaip 1 m£. 

Atsakymas. 600 m£, po 14 savaičių. 


350. Kad funkcijos f(x) = m - 8* grafikas eitų per tašką (0; 4), funkcijos reikšmė 
f (0) turi būti lygi 4: f(0) = m - 80, 4 = m. 80, m = 4. 
A(1; 32): 32 = 4.8, 32 = 32. Taškas A priklauso funkcijos grafikui. 
Taškas C (—1; 2) nepriklauso funkcijos grafikui, nes 2 > 4-8—1, 2 7 $ 2 x 0,5. 


Atsakymas. m = 4. Taškai A, B ir D — priklauso funkcijos grafikui, C — 
nepriklauso. 


. Bakterijų kiekis kinta pagal dėsnį B(r) = 1000 - k', kur B(+) — bakterijų 
kiekis po + valandų; k — tiek kartų pakinta jų skaičius per valandą; t — laikas 
valandomis. 

Kai t = 3, B(3) = 8000, 1000k3 = 8000, k? = 23, k =2. 
Kitimo dėsnis B(+) = 1000 - 27. 
Po x valandų bakterijų kiekis bus 2000; 1000 - 2* = 2000, 27 22, x — 1. 


Atsakymas. B(t) = 1000 - 2^, po 1 val., po 5 val. 


35 


m 


352. Skolos dydis kartu su palūkanomis apskaičiuojamas pagal formulę 
Sn = 20000(1 + 15)", Sn = 20000 - (1,1)". 
Po x metų skola bus 32210,20 = 20000 - (1,1)*, (1,1)* = 1,61 051. 
Galime x reikšmę spėti ir pasitikrinti skaičiuokliu arba nuosekliai kelti 1,1 
laipsniu, kol gausime 1,61051. Toks laipsnis bus 5. 


Atsakymas. Po 5 m. 


353. 1) Per metus 1000 svarų sterlingų suma padidėja 1,05 karto, tai per 100 metų 
(1,05)190 kartų. 
2) 31501 svarų sterlingų suma per 100 metų taip pat padidės (1,05)100 kartų. 
3) Jei po 100 metų susidarė 100000 + 31501 = 131501 svarų sterlingų suma, 


tai, įrašę reikšmes į sudėtinių palūkanų skaičiavimo formulę, rasime 1,05100 
reikšmę: 
131501 = 1000 - (1,05)190, 1,05190 = 131 501 : 1000, 1,051099 = 131,501. 


Atsakymai. 1) (1,05)!99 kartų; 2) (1,05)190 kartų; 3) = 131,501. 


7.4. Rodiklinis kitimas 


Pastaba 
Pasinaudosime formule 


— 18c? 
log, b = bea 


Priminkite mokiniams 

Taškas priklauso funkcijos grafikui, 
jei jo koordinates įstačius į funkci- 
jos išraišką (x — argumento reikš- 
mé, y — funkcijos reikšmė), gauna- 
me teisingą lygybę. 
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354. Per para ištekės 0,1 inde buvusio vandens, tad vandens liks 0,9 buvusio kiekio. 
Per x parų liks V, = Vo - (0,9)* (Zr. 347 uždavinį). Kai iš indo ištekės pusė 
vandens, tai inde liks irgi pusė buvusio kiekio: V, = 0,5Vo. 

Įrašome reikšmę į formulę 0,5Vo = Vo - (0,9*, (0,9)* = 0,5. 
Nuosekliai keldami 0,9 laipsniu pastebime, kad 0,96 = 0,531441; o 0,97 = 
= 0,4782969. Tai reiškia, kad pusė skysčio išgaruos septintą parą. 
Galima skaičiuoti ir kitaip: (0,9)* = 0,5, x = logo 9 0,5, pertvarkom 
T" 1g0,5 A —0,3010 "S 6,572 x 7. 


x = jg0,9 ~ —0,0458 ^* 
Atsakymas. Per 7 paras. 


EN 
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Uždaviniai 355 ir 357 — teorinių Žinių apie ritinį prakti- 
nio taikymo pavyzdžiai. Siuos uždavinius turėtų spręsti 
visi mokiniai. Nors 356 uždavinys irgi yra apie ritinį, 


355. 


356. 


357. 


7.5. Geometrijos uždaviniai 


čių sistemą. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


1) Etiketės plotas lygus ritinio šoninio paviršiaus plotui S = 87 -13 = 1047 = 
= 326,6 cm". 
2) a) Vieno sausainio aukštis 3 mm = 0,3 cm, pagrindo spindulys r; = 78 : 2 = 
= 39 (mm) = 3,9cm. Sudėtų sausainių aukštis A = 13cm. Sausainių tilps 
13:0,3 = 43,(3), t. y. 43 sausainiai. 
b) 43 sausainių tūris V, = 43 - z (3,9)? -0,3 = 196,209 . 7 = 616cm?. Visi 
sausainiai svers = 616 g. 
3) a) Ruošinio plotas Sruošinio = 7t (4,5)? = 63,6 cm?; 
b) Dangtelio viršaus plotas Sviršaus = z (4,1)? = 52,8cm2; 
c) Pakraščio plotas S = Sruošinio — Sviršaus — Šišpjovų = 63,6 — 52,8 — 6 - 0,08 = 
= 10,32 cm?; 
d) Išpjovos sudarė x 76. 
Užrašome lygtį: Sruošinio © X + 100 = Sišpjovų: 
63,6 - ii = 6-0,08, x = 200810 = 0,8%. 
e) Dėžutės tūris: 
V=7-47-13 = 7 -208cm3 ~ 653 cm? = 0,65 dm? = 0,6 litro. 
Atsakymai. 1) 326,6 cm?; 2) a) 43 sausainiai; b) 616 g; 
3) a) 63,6cm2; b) 52,8cm?; e) 10,3 cm?; d) 8%; e) 0,6£. 
Ritinio ašinis pjūvis yra stačiakampis, kurio aukštis lygus ritinio aukštinei, o 
plotis — ritinio pagrindo skersmeniui. 
Spjūvio = 2r H, pagal sąlygą lygus 80 cm?. Sudarome lygčių sistema: 
2rH = 80, 
H =3 +r. 
Įsistatome antrąją lygtį į pirmąją: 
2r(3 +r) =80, r? - 3r — 40 = 0, 
ri —5, r> = —8 (netinka pagal prasmę). 
H = 8, Svisas = 2zr(H +r). 
Svisas = 27 - 5- (5 + 8) = 1307 = 408,4cm2. 
V 2ar)H, V 2.25.8 = 2007 ~ 628cm?. 
Atsakymai. a) Svisas = 408,2cm?; b) V = 628cm?. 
1) Rasto skerspjūvis yra skritulys. Į jį turi tilpti kvadratas, kurio kraštinė 25 cm. 
Kvadrato įstrižainė d? = 2.282, d = 25,2. Mažiausias galimas rąsto skersmuo 
d = 35,36cm. Todėl d = 36cm, spindulys r = 18cm. 
2) Atliekų tūris yra 
Vatliekų = Vrasto = Vgegnės -azr?H-aH- H(zr? c a?). 
Suvienodiname matavimo vienetus: 5 m = 500 cm. 
Vatlieky = 500(3,14 - 182 — 252) = 196438 cm? = 0,2 mè. 


Atliekos sudarys x96 rasto türio: 


e ec " — 196438-100 ~ 
Vrasto * 100 — Vaiekųs X = 3.14.187.500 ~ 38,6%. 


Atsakymai. 1) 36cm; 2) 0,2m?, 38,6%. 


juo galime pailiustruoti algebros taikymą geometrijos 
uždaviniams spręsti. Jį geriausia spręsti sudarant lyg- 


Pastaba 

Atkreipkite mokinių dėmesį, kad ap- 
valiname ne pagal taisykles, o į di- 
desniąją pusę. Akivaizdu, kad į 
0,65 dm? talpos indą tilps tik 0,6 
litro. 


Priminkite mokiniams 

Į skritulį įbrėžto kvadrato įstrižainė 
lygi skritulio skersmeniui. Apibrėž- 
to apie kvadratą apskritimo centras 
yra įstrižainių susikirtimo taške. 


Pastaba 

Rašydami 1cm tikslumu negalime 
mažinti skersmens dydžio, nors pa- 
gal apvalinimo taisykles turėtų būti 
35cm. 


7.5. 


Geometrijos uždaviniai 


79 


80 


8. LOGARITMINE FUNKCIJA 


8.1. Logaritmas 


Išnagrinėję skyrelio medžiagą mokiniai turėtų: e pasinaudoti skaičiuokliu dešimtainių logaritmų apy- 
e žinoti logaritmo apibrėžimą, reikalavimus pologa- tikslėms reikšmėms rasti; 
ritminiam reiškiniui ir logaritmo pagrindui; e suvokti ir paaiškinti pagrindinės logaritminės tapa- 
e mokėti apskaičiuoti logaritmo reikšmę, kai ji yra tybės b84 — a prasmę bei gebėti ja remtis pa- 
sveikasis skaičius; prasčiausiais atvejais. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 1-5. 
Vidutinis lygmuo: 6a, 7a,b. 
Aukštesnysis lygmuo: 6b,c, 7c,d. 


1. a)3,2, 1,0, —1, —2, —3; b) -1, —3, 2, 4, 0, 1, —2. 


2. a)log;x = y b)logix — y 


0 +— ——)— = | = Ü 4———1—À———T————- 
mquei2Ó38456789 ¥ 44123456789 * 
-24. -24 
-3+4 E 
c) logi x =y d) log x — y 

2 2 


a) 0, 1, 2, 4, 9; b) —3, —4, —6. 


a) log) 5 = E = 2,322. Galima skaičiuoti skaičiuokliu: 


Ei B 
Atsakymai. a) 2,32, 2,81, 3,59; b) —0,63, —1.10, 0,17; c) 0,30, 1,08, 2,02. 


5. Dd) Ig(x?) turi prasmę, kai x? > 0 o x? teigiamas visoms x reikšmėms, 
išskyrus nulį. 
2) d) Logaritmo pagrindas turi būti didesnis už nulį ir nelygus vienetui. 
x2>0, x z 0, 
x? zl, X v EI. 
Matome, kad tinka visos x reikšmės, išskyrus O ir +1. 
Atsakymai. 1) a) x > 0; b) x > —1; c) x < 0; d) x #0; e) x >0. 
2) a) x € (0; 1) U (I; 4-00); b) x € (-1; 0) U (0; +-09); 
€) x € (~; —1) U (—1; 0); d) x € (o6; -1) U(-1; 0) U (0; 1) U (1; 4-09); 
e) x € (0; 1) U (1; +00). 


Užrašome sistema: | 


8.1. Logaritmas 


Pastaba 

Iprastais skaičiuokliais negalima ap- 
skaičiuoti log, a reikšmių. Juose 
būna tik Ina ir lga. Matyt, taip 
yra dėl to, kad logaritmo pagrindą 


galima pakeisti formule: 


log. b 
log, b = logca* 


Taigi, skaiciuojant a) punkto loga- 
ritmų reikšmes (ir toliau) teks rem- 
tis logaritmo pagrindo keitimo for- 
mule, nors ji neįeina į programą. 
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b) Visas logaritmo apibrėžimo sąlygas surašome į sistema ir ieškome jos bendrų 


sprendinių. 
x?—1>0, x?—1>0, paclha T, 
3—2x = 0, —2x > —3, xx 155 
3—2x Z l, 2x Æ —2, TAL 


Visus sistemos sprendinius pažymime vienoje skaičių ašyje ir randame bendrus: 


x € (œ; -1)U (1; 1,5). 


c) 
x? +2x—8>0, 
3x — x? > 0, 
3x =x? £1. 


Sprendžiame kiekvieną nelygybę. 

IL x? +2x — 8 =0, xı = —4, x2 = 2; 

II. 3x — x? = 0, x(3 — x) = 0, x1 20, 32 = 3. 
I II 


NN Šį pa JIII 
- 


70 spa PIE c 3 


x € (-00; 4) L (2; +00). x € (0; 3). 


ax — x? Ż 1, x1 £ SE y E: Bip. 


Pažymime bendruosius nelygybiu sprendinius skaičių tiesėje. 


3- VB 3+ VB 
4 0 $ Ąą x 


Atsakymai. a) x € (0; +00); b) x € (~œ; —1) U (I; 1,5); e x € (2; 3). 
a) —2; b) 1,5; c) 3; d) L. 
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6.1. Logaritmas 


8.2. Funkcija f (x) = log, x 


Šiame skyrelyje nagrinėjama mokiniams nauja logarit- naudoti charakteringais logaritminės funkcijos gra- 
minė funkcija. jos grafikas ir savybės. Mokiniai turėtų: fiko taškais (1; 0) ir (a; 1) braižant funkcijos grafiko 
e žinoti logaritminės funkcijos apibrėžimo ir reikšmių eskizą; 

sritis: e mokėti nubraižyti logaritminės funkcijos grafiko 
e gebėti nusakyti, kada logaritminė funkcija yra didė- eskizą, kai a > 1 ir kai 0 <a < I; 

janti, kada mažėjanti, kuriuose intervaluose funkci- e gebėti taikyti logaritminés funkcijos savybes įvai- 

jos reikšmės teigiamos, kuriuose neigiamos, pasi- rioms paprastoms užduotims spręsti. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 8, 10, 11, 13a-d,f,h, 14, 15, 17-19, 21a-d, 22, 23. 
Vidutinis lygmuo: 9, 12, 13e,g-1, 16, 20, 21e-j, 24. 
Aukštesnysis lygmuo: 13n, 25. 


8. 


10. 
11. 


12. 
13. 


a) 1) Dy = (0; +œ); 2) Ef = (-00; +00); 3) funkcija didėjanti, nes ar- 
gumento x reikšmėms didėjant, funkcijos reikšmės y taip pat didėja; 4) kai 
O0<x<!,.y<0; 5) kai x > I, y > 0; 6) kai x = I, y = 0; 7) kai x = 3, 
y = l; 8) funkcija nei lyginė, nei nelyginė. 

b) 1) Dy = (0; +2); 2) Ey = (-00; +00); 3) funkcija didėjanti; 4) kai 
0«x«l,y «0; 5) kai x > I, y > 0; 6) kai x = I, y = 0; 7) kai x = 10, 
y = l; 8) funkcija nei lyginė, nei nelyginė. 


Išsiaiškinsime, kurios funkcijos grafikas yra aukščiau, kai x > 1. 

Kai x = 3, log43 = I, kai x = 2, log)2 = I. Kadangi f(x) didėjančioji 
funkcija (pagrindas 2 > 1), tai x reikšmei padidėjus nuo 2 iki 3 funkcijos 
reikšmė taip pat padidės, todėl f(3) = l0g53 > I. 

Matome, kai x = 3, g(3) = 1, o f(3) > I, tai funkcijos f(x) reikšmė 
didesnė už funkcijos g(x) reikšmę ir funkcijos f(x) grafiko taškas (3; log, 3) 
yra aukščiau už funkcijos g(x) grafiko tašką (3; log; 3). 


Atsakymas. f(x) grafikas yra (1), g(x) — (2). 


L; : m 
(L; -1), 6; 2), (dy: -3). 
Funkcija f(x) = log» x yra didėjanti. Tai reiškia, kad didėjant x reikšmėms, Priminkite mokiniams, 
log, x reikšmės didėja. kad logaritmas turi prasmę, kai po- 
Atsakymas. log dz, log» 35, log; 55. log? Ł, log 8, log; 22, 1og5 23, log; 64. logaritminis reiškinys yra teigiamas 
pp skaičius, o logaritmo pagrindai 
a) 2; b) 2,5; c) 1,5; d) V3. usd msi 


h) —+2—x > 0 |- (—1), 

x? +x <0, x(x +1)=0, x =0, x= l. S 
Parabolė y = x? + x kerta x ašį taškuose x = O ir x = —1, šakos eina aukštyn. x 
Iš brėžinio nustatome intervalus, kuriuose x? 4- x < 0. 

n) Randame reikšmes, su kuriomis skaitiklis ir vardiklis virsta nuliu. 

5x —1—-0,x 20,2; 5—2x 20, x = 2,5. 

Taške x = 0,2 skaitiklis, o taške x = 2,5 vardiklis keičia ženklą. Nustatome Skaitiklio ženklas 
trupmenos ženklą pasinaudodami skaičių tiese. = EE T 
Trupmenos skaitiklio ir vardiklio Zenklai vienodi intervale (0,2; 2,5). " 02 ri 0.5 — x 
Atsakymai. a) (—5; +00); b) (—00; 5); c) (5; +20); d) (—00; 2); Vardiklio Zenklas 


e) (-00; 0) U (0; +00); f) (0; +00); g) (—oo; —2) U (0; +00); h) (—1; 0); 
i) (~œ; —2) U (2; +00); j) R; k) R; D (—2; 3); m) (5; +00); n) (0,2; 2,5). 
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14. Grafikai simetriški tiesės y = x (koordinatinio kampo pusiaukampinės) atžvil- 
giu. 


15. 


16. 
17. 


18. 


19. 


a) 1) Dy = (0; oo); 2) Ef = (-00; +00); 3) funkcija mažėjanti; 

4) kai 0 < x < 1, y > 0; 5) kai x > 1, y < 0; 6) kai x = 1, y = 0; 

7) kai x = L. y = 1; 8) nei lyginė, nei nelyginė. 

b) 1) D; = (0; +00); 2) Ey = (—0c; +00); 3) funkcija mažėjanti; 

4) kai 0 < x < I, y > 0; 5) kai x > I, y < 0; 6) kai x = 1, y = 0; 

7) kai x = 0,1, y = 1; 8) nei lyginė, nei nelyginė. 

(1) — g(x); (2) — f(a). 

Funkcijos grafikui priklauso taškai: (1; 0), (4; 1), (3; —1), (9; —2), nepriklauso 

— (3; D, (9; 2). 

Funkcija f(x) = log: x yra mažėjanti. Todėl, didėjant x reikšmėms, funkcijos 
2 

reikšmės mažėja. 


Atsakymas. log | 64, log; 23, log; 22, log; 8, log: i. logi 4. log +, logi uli. 
2 2 2 2 2 2 


Grafikai simetriški tiesės y = x atžvilgiu. 


20. a) a= };b)a =}. 

21. a) (—2; +00); b) (—00; 2); €) (—1,6; 00); d) (—00: 23); €) (—00; 0)U(0; +00); 
f) (0; +00); g) (—00; —5) U (0; +00); h) (0; 2,5); i) (—00; 1) U (1; +00); 
j) C706; —3) U (3; +00). 
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6.2. Funkcija f (x) = log, x 


22. Funkcijų y = f(x) ir y = g(x) grafikai simetriški x ašies (tiesės y = 0) 
atžvilgiu. 


a) yl 


23. a) log 1 6 < log; 2, log 6 > log; 2; b) log, 5 > log19,log5 5 < log59; 
3 3 


c) log; l > log, L, log; l < logs 1; d) log, H < logi 5, log; Ž > log; $. 


Jei dvieju logaritmu pagrindai yra vienodi ir: 

e didesni už vienetą, tai didesnis tas logaritmas, kurio pologaritminis skaičius 
didesnis; 

e mažesni už vienetą, tai didesnis tas logaritmas, kurio pologaritminis skaičius 
mažesnis. 


24. 1) log,b > logc, jei a > 1, b > c; 2) log,b < log, c, jei a > 1, b «c; 
3) log, b < log, c, jei a < I, b > c; 4) log; b > log, c, jeia < 1, b < c. 


25. 1) Atitinkamybės ieškosime pagal tokį planą: 
e Atrenkame rodiklinių funkcijų grafikus ir logaritminių funkcijų grafikus. 
e Išrenkame didėjančiųjų ir mažėjančiųjų funkcijų grafikus. 
e Pasitikriname pagal pažymėtus taškus, kurios funkcijos grafikui jie priklauso. 
e Randame nežinomas taškų koordinates. 


Rodiklinės funkcijos Logaritminės funkcijos 

C), e), f) yra rodiklinių funkcijų grafikai, tai gali a), b), d) yra logaritminių funkcijų grafikai, tai gali 
būti g(x), k(x), m(x). būti f(x), h(x), I(x). 

Tik viena g(x) = (5)" mažėjanti, jos grafikas e). Tik viena A(x) = log, x didėjanti, jos grafikas b). 
Grafike c) žinome tašką (1; 2). Jo koordinates Grafike a) žinome tašką (4: 1), jo koordinates 


ten. uq A SS įrašome į funkcijų f(x) ir I(x) išraiškas: (1) Æ 1; 

netinka), = 2. IS. — pol x . o 

Taigi c) yra funkcijos k(x) grafikas, f) yra funkcijos fi)e log, z = 1 (lygybė teisinga). 

m(x) grafikas. Taigi a) yra funkcijos f(x) grafikas, o d) yra 
funkcijos /(x) grafikas. 


2) Norėdami sužinoti, ką rašyti vietoj klaustukų, jsira$ome žinomą taško koor- 
dinate į funkcijos išraišką ir apsiskaičiuojame nežinomą koordinatę: 
a) log, 2 = —1; y = —l; b) log x = 2, x = 1; e) 27! = 0,5, y = 0,5; 

2 


digx-c-Lx-x9() ' =2 y = 403] = 5 y= 3. 


Atsakymai. 
1) f(x) — a); h(x) — b); k(x) — ey I(x) — d); g(x) — e); m(x) — f); 
22y--Lbx-4o0y-2hdx236e69y-22fyc-l 


8.2. Funkcija f (x) 2 log, x 


8.3. Logaritminės lygtys 


Mokiniai mokosi spręsti logaritmines lygtis pasinaudo- 
dami logaritmo apibrėžimu arba tuo, kad, jei logaritmai 
vienodais pagrindais yra lygūs, tai ir pologaritminiai 
reiškiniai yra lygūs. 


Sprendžiant lygtis reikia: 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 26, 29, 31a,b. 

Vidutinis lygmuo: 27, 28, 3lc,d, 32. 

Auikštesnysis lygmuo: 30. 

26. a) 16, 2, 4, 1, ic: b) 126, 3, 12; e) L, 4, +1, € V2; 
d) —3 ir I, sprendinių nėra; e) I, I, +1, —1. 

27. a) £1, 4; b) I; c) 2; d) V5. 


28. 1,2) a) Lygties log? x = 1 sprendinys x = 2; 


b) lygties log; x = 2 sprendinys x = 4. 
2 


3) Lygtis log, x = b visada turės vienintelį sprendinį, nes 


reikšmės gali būti bet koks skaičius. Logaritminės funkcijos grafiką tiesė y = b 


kerta tik viename taške. 


29. Braižant y = lgx patarkite mokiniams y ašyje vienetinę atkarpą imti lygią 10 


langelių ilgio, o x ašyje — 5 langelių. 


y y 


1 


e gerai žinoti logaritmo apibrėžimą; 
e mokėti skaičių užrašyti logaritmu reikiamu pagrin- 
„AS = l; . 
du: 2 = log, 4 = logi g ir pan.; 


e neužmiršti patikrinti, ar gautoji nežinomojo reikšmė 
yra pradinės logaritminės lygties sprendinys. 


logaritminės funkcijos 


a) x=/2= 14, b) x=4, 


30. a) PasiZymime log; x = y, tai log? x= y; 


y -3y4220, 3 22, y =l. 
Kai y —2,logax = 2, x =32, x = 9. 
Kai y = I, log4x = 1,x 23l, x 23. 


Patikrinimas: 
(log; 9)? —3109g839.-220,22 — 3 -2 +2 = 0; 
(log; 3)? — 310553 +2 = 0, 12 — 3-1 +2 =0. 


b) PasiZymime log» x = y, tai log? x = yž; 


y -2x-8-20,y =4, y2 = 2. 
Kai y = 4, log) x = 4, x =24 x=16. 
Kai y = —2, log x 2x=22 x 


l 
i 


Patikrinimas: 
(log; 16)? — 210g; 16 — 8 = 0, 4 — 2 -4 — 8 = 0; 
(log; 1? — 2log, $ — 8 = 0, (—2}? - 2: (-22 - 82 0. 


c) x= 10 =3,2. i 


Priminkite mokiniams 
log3 x = log3 x -log3 x, t. y. 
log? x = (log; xy. 
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8.3. Logaritminės lygtys 


31. 


32. 


c) PasiZymime Ig x = y, tai lg? x = y?; 
y? = 10y, y 0, y = 10, 
Kai y 20,1gx = 0, x = I. 
Kai y = 10, Igx = 10, x = 10!9, 
Patikrinimas: 
(Ig I) = 10-1g1, 07 = 10.0; 
(Ig 1010)? = 10 - Ig 10. 10? = 10-10 = 100. 
Atsakymai. a) 3, 9; b) {1 z» 16; c) I, 10. 
b) log,,, 25 = 2, (x+ 1)? = 25, x+1 = 5 (x+1 = —5 netinka, nes logaritmo 
pagrindas turi būti teigiamas), x = 4; 
log;;,5 = 1, AX --F1-5,x 1-25, x = 24, mintinai patikriname, ar 
x+1>0i1rx+1 ZL 1; 
1 
log,,125 = —2, (x + 1)? = 25, T mE =25, (x +1)? = $ | 172; 
x+1=1 x =-į (x+l>0irx+1#l1); 
logy41 5 = —1, k + DT! = 5, x +1 = E œ > -l irx #0). 
€) log;2 1 = 2, x^ = I, x = +1, nei viena reikšmė netinka, nes logaritmo 
pagrindas negali būti lygus 1, sprendinių nėra; 
log,2 1 = —2; E = ], taip pat sprendinių nėra; 


log,2 1 = I, G3 = = I, logaritmo pagrindas x? Æ 1, sprendinių nėra. 

log,> 1 = 0; (x2)0 = I, kai x # 0; 1 = 1. Bet koks skaičius, išskyrus 0, 
nuliniu laipsniu is 1, E xz a 

Atsakymai. a) 3,1 3, 8l, a ; b) 24, — 3, -i- -i c) sprendinių nėra, sprendinių 
nėra, sprendinių nėra, x € (—00; e U (—1; 0) U (0; 1) U (1; +00); 

d) 5, 1 5; X € (0; 1) U (1; +00), sprendinių nėra. 


c) Pagal logaritmo apibrėžimą 2x2 + 5x — 2 = (0,1 — x)0. 

23? 5x —2 = l, x1 = —3, x2 = 0,5; 

2x? +5x — 2 > 0, 61 — x > 0, 0,1 —x #0, x #0,1. 

Patikrinimas: 

logo, 1 (3: (32 +5-(-3) — 2) = 0; 

log; ,(18 — 15 — 2) = logz 1 = 0. 

logo.1—0.5(2 0,5? +5-0,5 — 2) = 0, kadangi 0,1 — 0,5 < 0, tai x = 0,5 nėra 
pradinės lygties sprendinys. 

Atsakymai. a) 5; b) —1: €) — 
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8.4. Logaritminés nelygybés 


Norėdami spręsti paprasčiausias logaritmines nelygy-  « suvokti, kodėl keisdami nelygybę log, f (x) «log. ^ 


bes mokiniai turėtų: nelygybe f(x) * b, jos ženklo nekeičiame. kai 
+ prisiminti nelygybių sistemų sprendimą; a > L, ir kodėl keičiame, kai 0 <a < 1; 
e žinoti, kad pologaritminis reiškinys turi būti teigia- 


id e mokėti iš nelygybės log, f (x) > log, b sudaryti ne- 
e suprasti grafinio logaritminių nelygybiu sprendimo Iygybių sistemą: 


prasmę; | f(x) » b, 

e mokėti E nelygybę log, f(x) * b (čia * J(x)>0, kaia > 1; 
reiškia <, >, <, p pakeisti atitinkama nelygybe masa 
log, f (x) * log, a^ | fQG)»0, kai0<a<l. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 33, 34, 35a,b, 37. 

Vidutinis lygmuo: 35c. 

Aukštesnysis lygmuo: 35d. 

33. Kaia > 1, logaritminė funkcija y = log, x yra didėjančioji ir didesnę argu- 
mento reikšmę atitinka didesnė funkcijos reikšmė. Kai 0 < a < 1, logaritminė 
funkcija y = log, x yra mažėjančioji ir didesnę argumento reikšmę atitinka 
mažesnė funkcijos reikšmė. 

Atsakymai. a) log}8 < log?64, log; i < logi L: b) logg8 < logg 64 
2 2 
logi $ < logi di: €) logo, 15 > logo. 16, 1g0,2 < 1g 0,3. 
3 3 i 3 


34. aJ C; b) D; o B; d) D 
35. c)logs(x +3) > logs x): 


| ||| | 
x+3 > Ax, X «3, LL 
x+3>0, x > —3, 3 0 3 X 
2x > 0, x > 0; E 


logi (x + 3) > logi 2x): 
3 5 


x3 «2x, x3, 


x T7320, x > —3, 
2x > 0, x > 0; 
lgx < Ig(l — x): 
x«1—x, x « 4, 
x - 0, x -0, 
1-x>0, Xd. 
d) 
D iex —5x+7)<0: dea^—5x4 1 «ll: 
as Icom 
x?—5x 47-0, x?—5x 4-720. JIII, MM Mg MILII, 
Sprendžiame nelygybę x? — 5x 4- 7 > 0. * 


x?—5x +7=0, D =25 -28 «0. 
Parabolė y = x? — 5x + 7 nekerta x ašies, jos reikšmės teigiamos, x € R (t. y. 
x — bet koks realus skaičius). 


Sprendžiame nelygybę x? — 5x +6 <0. 
x? — 5x +6 = 0, x = 2, x = 3. Parabolés šakos eina į viršų, parabolė kerta x am P 
TY 


ašį taškuose 2 ir 3. 

Taigi sistemos sprendinys yra x € (2; 3). 

2) Ig(x? — 5x + 7) 2 0, lg(x^ — 5x 4-7) 2 dg l, 
lg(x? — 5x +7) > 1, Toms kintamojo reikšmėms, su kuriomis (1) nelygybė 
lg(x? — 5x 4-7) >0. teisinga, teisinga ir (2) nelygybė, todėl galima spręsti tik (1). 


Iš parabolės y = x? — 5x + 6 grafiko eskizo matome, kad x? — 5x -- 6 > O, kai 
x € (—00; 2] U [3; 00). 

Atsakymai. a) (16; --oo), (0; 16), (0; 16], [zi +00); b) (0; 16), [4; +00), 
(4; +00), (0; 1]; © (0; 3), (3; +00), (0; 1); d) (2; 3), (~00; 21 U [3; +00). 
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36. a) 1) Logaritminés funkcijos y = log» x grafikas, kai x € [2; +00), yra aukš- 
čiau tiesės y = I, tai spręsta nelygybė log, x > 1; 0 
2) log» x = I, logg x = 10g52, x 22, x > O, taigi x € [2; +00); 
3) Nelygybė log, x > b visada turės sprendinių, nes logaritminė funkcija įgyja 
reikšmes nuo —oo iki +00 ir gali būti didesnė už bet kokią b reikšmę. 
b) 1) Logaritminės funkcijos y = log; x grafikas, kai x € (—00; 3), yra žemiau 
tiesės y = 1, tai spręsta nelygybė log; x < 1; 
2) log x < I, log; x < log33, x < 3 ir x > 0; III i. 
3) Nelygybé log, x « b visada turi sprendiniu, nes logaritminé funkcija igyja 0 
reikšmes nuo —oo iki +œ ir gali būti mažesnė už bet kokią b reikšmę. 


37; 


X 
Zio? 
y 
yi 


/ M MUH AULA IILIS < 
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Atsakymai. a) 0 < x < 8; b) x > 2. 
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8.5. Geometrijos uždaviniai 


Sprendžiant šio skyrelio uždavinius mokiniams reikia V = ITH (R^ ER rM r?); Soniis = 7l- (R +r). 
prisiminti ritinio, kūgio, rutulio tūrio ir paviršiaus ploto 


skaičiavimo formules, o 39 uždaviniui išspręsti reiktų čia R — apatinio kūgio pagrindo spindulys, r — 
pateikti ir nupjautinio kūgio tūrio bei paviršiaus ploto viršutinio kūgio pagrindo spindulys, H — kūgio 
radimo formules: aukštinė, / — kūgio sudaromoji. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 38. 
Aukštesnysis lygmuo: 39. 


38. a) Vaflio paviršiaus plotas lygus kūgio šoninio paviršiaus plotui: 
Sion, = Trl, I = V 102 +42 = /116 (cm), 
Sson. ~ 3,14 - 4 - /116 = 135,3 (cm?); 
b) Ledų tūris lygus kūgio ir pusrutulio tūrių sumai: 
Viedų = trr’ H + L . inm. 
Vieaų = $ -3,14 -4° - 10+ 2 -3,14 - 4) = 167,5 + 134,0 = 301,5 (cm). 
Atsakymai. a) 135.3 cm?; b) 301,5 cm?. 
39. Piltuvélis yra sudarytas i$ nupjautinio kügio ir ritinio. C B 
a) Skaičiuojame šoninio paviršiaus plotą: S = Skūgio + Sritinios 
S = x -20(10,5 +0,5) + x -2-0,5.2; 
S =3,14- 4- (55 + 0,25) = 697,08 ~ 697,1 (cm?). 


b) Nupjautinio kūgio aukštinę randame iš AA BC: 20 
H? + BC? = AB?, H? 2 20? — (10,5 — 0,5, H = 17,32 cm. 
Skaičiuojame tūrius: V = Viūgio + Vritinio = 47 - 17,32- (10,5? + 10,5 -05 + Ul 


+0,52) + 7 -0,52.2 = 2099,91 = 2100 cm? = 2100 mé. 


Atsakymas. Skardos reikés ne maZiau kaip 698 cm?, piltuvélio türis 2100 m£. 
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9. TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


9.1. Posūkio kampai 


Nagrinėdami konkrečius pavyzdžius, mokiniai turėtų: « kaip kampai susieti su koordinačių plokštuma, mo- 
e išsiaiškinti, kokie kampai vadinami posūkio kam- kėti nustatyti, kurio ketvirčio yra posūkio kampas. 

pais; Posūkio kampams apskaičiuoti reikia prisiminti stačio- 
e žinoti, kurie posūkio kampai teigiamieji, kurie nei- jo trikampio smailiųjų kampų trigonometrinių funkcijų 


giamieji; reikšmes. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 52-54, 56-58. 

Vidutinis lygmuo: 55, 59. 

52. Minutinė rodyklė per 1 h = 60 min. pasisuka 360? kampu, tai per 1 min. pasi- 
suks 360? : 60 = 6? kampu. 
Valandinė rodyklė per 12h = 720 min. pasisuka 360? kampu, tai per 1 min. 
pasisuks 360? : 720 = 0,5? kampu. 
Nuo to, kiek rodo laikrodis, posūkio kampas nepriklauso, nes per vienodus 
laiko tarpus rodyklės pasisuka tuo pačiu kampu. 


Atsakymai. 

Minutinė rodyklė Valandinė rodyklė 
a) —30-6= — 180“, a) —30-0,5 = — 15", 
b) 15-6= 90°, b) 15-0,5 = 7,5", 
c) —60-6 = — 360", c) —60-0,5 = —30", 
d) 70-6= 420°. d) 70-0,5 = 35°. 


53. a) Stipinas sukasi pagal laikrodžio rodyklę, tai posūkio kampas neigiamas: 
—5-360 = — 1800"; b) Veržliaraktis sukasi prieš laikrodžio rodyklę, tai posūkio 
kampas teigiamas: 2,5 + 360 = +900°; c) Sraigtasparnio sraigtas per sekundę 
apsisuks 420 : 60 = 7 kartus, posūkio kampas neigiamas: —7 360 = —2520“. 

54. a) a = 225°; b) B = —3.90? = —270°; e) y = 405°; d) 6 = — 180°; 

e) y = 3.360? — 45? = 10357; f) u = —4- 360? = — 14407. 

55. a) = 30°; b) 8 = 30° —2-360? = —690*; c) ZBOC = 30°, 

y = 180? — 30? 4- 360? = 510°; d) ô = 45°; e) y = —2 -360° +45° = —675?; 
f) sin LBOC = LUN ZBOC = 45°, u = 180? + 45° + 360? = 585°. 


56. 
J 
135? 
e 
um " ketvirtis I IV 
etvarus SIMILIS ketvirtis ketvirtis 
À 4 
y 
y r X AR X 
302 | B 
X 
I IV IV 
ketvirtis ketvirtis 


ketvirtis ketvirtis 
57. I ketvirčio kampai: 8, p, —y; —ó; II ketvirčio: a; III ketvirčio: —a; 
IV ketvirčio: y, ô, —8, —p. 
58. a) Jei spindulį O A; pasuksime 20? kampu, tai naujasis kampas 
B = 260? + 20° = 280°, 270? < B < 360°, t.y. taškas A, atsidurs IV 
ketvirtyje; b) 8 = 260? + 70? = 330? (IV ketvirtis); 
c) B = 260? + 150? = 360? + 50? (I ketvirtis); d) £ = 260? — 50? = 210° 
(III ketvirtis); e) 8 = 160? (II ketvirtis); f) 8 = 260? — 500? = —240*, 
B = —240? + 360? = 120? (II ketvirtis); g) 8 = 4 - 360? + 160? (II ketvirtis); 
h) 8 = —1080? = 3 . (—360°) + 0? (I ketvirtis). 


a) III: b) IV; c) E; d) H; e) I; f) IV; g) III; h) II. 


Un 
2 
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9.2. Kampu matavimas laipsniais ir radianais 


Mokiniai turėtų: e suvokti, kad kiekvieną skaičių atitinka posūkio kam- 
e žinoti, kokio centrinio kampo dydis lygus 1 radia- pas ir atvirkščiai — kiekvieną posūkio kampą atitin- 
nui; ka skaičius. 


e mokėti apskaičiuoti kampo didumą radianais, žinant 
jo didumą laipsniais ir atvirkščiai; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 60, 62-64, 67. 

Vidutinis lygmuo: 61, 65, 66. 

60. Viso apskritimo lanko den 2zr, 1° apakata lanko 2 uu = F- 
Atsakymai a) id -30° =Z «0, Sem; DZ fio: -45° = £ = 0,8cm; 


c) T 60^ = 3 Lei d) LL AP —-EAI, jeux 

e) f 120 = į 2 ~ 4,2cm; f) & ky -135° = T ~ 4,7cm; 
8) i 1500 = T ~ 5,2cm; h) Ž IX 1809 = 27r ~ 6,2cm; 
i) 5 -210° = 7 x 11,0cm; j) I LA -225° = BT = 11,8cm; 
k) f - 2407 deo 12,6cm; I) Æ - 270? = T = 14,1 em; 


m) T . 4 = 20,9 cm; n) 7-5 = 27,5 mm; 
o) UT . 6 ~ 34,5 mm; p) 27 - 7 = 44,0 mm. 

61. 1) Galinio rato ilgis /4 = 407 = 130cm, priekinio rato — lg = 807 = 250cm. 

2) Ratas pasisuko 90°, tai sudaro l viso galinio rato apskritimo lanko l4 ilgio. 
Motociklas nuvažiavo 125,6 - h = 30 (cm). 
3) 31,4cm yra 31,4 : 251,2 = į didesniojo rato ilgio dalis, tai posūkio kampas 
taip pat yra i viso pilnutinio posūkio kampo dalis: 360“ . i = 45°. 
Atsakymai. 1) 130cm, 250cm; 2) 30cm; 3) 45°. 

62. a) Z 6 rad; b) Z 5 rad; c) 5 rad; d) 5 rad; e) 2 KS T rad; f) x rad; 

g 1 37. rad; h) 77 37. tad; i) A 32. rad; p IT rad; k) X 37. rad; I) 27 rad. 
63. a) 3609, 27 si b) 1° = n rad, 2? = jj rad, 3° = $5 rad; 


— 1807 — 360 540? 
c) 1 rad = Z, 2rad = = mL 


64. 
Laipsniai 


Radianai | 0 


Laipsniai | 240? | 270° | 300° | 315° | 330° | 360* | 390° | 405° | 420° | 450° 
41 | 3x 5x Ir LZ LZ 91 | Tr 5x 


Radianai 3 5 = 4 4 A = 


65. Pasinaudojame tuo, kad ratui apsisukus vieną kartą bet kuris rato taškas nueis 
kelią lygų apskritimo ilgiui. 
Atsakymai. 1) są = 407, 807 cm, 1207 cm; sg = 607 cm, 1207 cm, 1807 cm; 
sc = 807 cm, 1607 cm, 240 cm; 
2) a) sy = 807 cm; b) 1607 cm; c) 2407 cm; 
3) 807 cm; 4) 72°; 
5) Musės kelias s = AO + OB + BD + 21 0C) : 5), s = 60 + 167 (cm); 
s = AE +(210C):5 +(220C):5 = AE +(410C) : 5, s = 20 + 32x. 
66. 1) 6,28cm; 2) a) 1,57 cm; b) 3,14cm; c) 1,57 cm; 
3) a) 1,57 rad; b) 3,14 rad, 4,71 rad, 6,28 rad; 
4) a) 1,05 cm; b) I ketvirtyje, II ketvirtyje, III ketvirtyje, IV ketvirtyje; 
c) 45°, 120°, 150°, 315°; d) Kai apskritimo spindulys lygus 1, centinio kampo 
didumas radianais lygus lanko ilgiui. Tai ir bus taško nueitas kelias: Ž cm, 


67. a) 0, ig. 30 y. 52 E 
b) 0°, 60°, 90°, (513)*, 1X 


= 57°, 114°; 171°. 
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9.3. Kampo sinusas. Funkcija f (x) = sin x 


Prieš apibrėžiant bet kokio kampo sinusą reiktų pakar- «žinoti funkcijos f(x) = sinx apibrėžimo ir reikš- 


toti taškų, išsidėsčiusių įvairiuose koordinačių plokštu- mių sritis; 

mos ketvirčiuose ženklus, panagrinėti, kaip kinta taško, 

judančio vienetiniu apskritimu koordinatės. e gebėti nustatyti funkcijos didėjimo ir mažėjimo in- 
Suformulavus bet kokio kampo sinuso apibrėžimą, tervalus; 


reiktų išspręsti tekste pateiktas užduotis ir 68 uždavinį. 


Išnagrinėję funkcijos f(x) = sinx savybes mokiniai + pasinaudodami žinomomis funkcijos f(x) = sinx 


turėtų: reikšmėmis ir jos periodiškumu, nubrėžti sinusoidę. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 68.1a,d,e,h, 68.2, 69, 70, 73. 
Vidutinis lygmuo: 68.1b,c.f,g, 74—76. 
Aukštesnysis lygmuo: 71. 


68. 


69. 


70. 


1) Pratimus a), d), e), h) galima išspręsti mintinai nusibrėžus brėžinį ir užsirašius 
taškų A, Bj, B2, B5 koordinates. Šių taškų ordinatės lygios atitinkamų posūkio 
kampų sinusams. 

Pratimuose b), c), f), g) sinusus apskaičiuojame iš stačiųjų trikampių, naudoda- 
miesi Pitagoro teorema ir statinio, esančio prieš 30? (arba 45?) kampą, savybė, 
kaip tai parodyta vadovėlio 42 p. pateiktame uždavinio sprendime. 

Visų kampų sinusai lygūs: a) 0; b) a. c) s. d) 1; e) 0; f) 42. g x3. h) -1. 
2) Šiuo punktu norėta parodyti, kad kampų «a ir o + 360? - k sinusai yra lygūs. 
Gautos lygybės yra susijusios su 1) punkto lygybėmis (nurodytomis skliaustuo- 
se): 

sin(360? - k) = sin0? = 0 (1a), sin(45“ + 360? - k) = sin45? = s (1b), 
sin(60? 4-360? -k) = sin 60? = s (1c), sin(90? + 360? - k) = sin90? = 1 (1d), 


B; (-1; 0) 


sin(180°+360°-k) = sin 180° = 0 (1e), sin(135? + 360? - k) = sin 135° = 42 (1f), 
sin(120*>+-360*-k) = sin 120? = 45 (4g) sin(2709 + 360? - k) = sin270? = —1 (1h), 


sin(30? + 360? - k) = sin 30° = i (ši lygybė 1) punkte nėra nagrinėjama). 


2) f) Kampai —15? ir — 167 yra IV ketvirčio, sin x reikšmės IV ketvirtyje didėja, 
tai sin(— 159) > sin(— 169), nes —15? > —16?; 

h) Kampai —185? ir —200“ yra II ketvirčio kampai, sin x reikšmės II ketvirtyje 
mažėja, tai sin(—200?) > sin(— 1859), nes — 1857 > —200“; 

k) sin 1253? = sin(3 - 360? + 173?) = sin 173°, sin 1255? = sin(3 - 360? + 
175?) = sin 175°, kampai yra II ketvirčio, sin x reikšmės II ketvirtyje mažėja, 
tai sin 173? > sin 175? ir sin 1253? > sin 1255“. 

I) sin(— 12537) = sin(—4 - 360? + 187?) = sin 187°, sin(—1255?) = sin(—4- 
360? + 185?) = sin 185°, kampai yra III ketvirčio, sin x reikšmės III ketvirtyje 
mažėja, tai sin 187? > sin 185? ir sin(— 12539) > sin(—1255?). 

Atsakymai. 1) a) Kampo reikšmėms didėjant nuo 0° iki 90°, tų kampų sinusai, 
t. y. sinx reikšmės didėja nuo O iki 1; 

b) Kampo reikšmėms didėjant nuo 90? iki 180°, sin x reikšmės mažėja nuo 1 
iki 0; 

c) Kampo reikšmėms didėjant nuo 180? iki 270“, sin x reikšmės mažėja nuo 0 
iki —1; 

d) Kampo reikšmėms didėjant nuo 270? iki 360°, sinx reikšmės didėja nuo 
—] iki O. 

2) a) sin 1? < sin2?; b) sin 88? < sin 89°; c) sin90? > sin91*; 

d) sin 185? > sin 209“; e) sin301? < sin310?; f) sin(—15?) > sin(—16?); 

g) sin(—95?) > sin(—90?); h) sin(—200?) > sin(—185?); 

i) sin(—273?) > sin(—360?); j) sin 585? > sin 600°; 

k) sin 1253? > sin 1255?; I) sin(—1253?) > sin(—1255?). 


1) II ketvirčio taškų ordinatės yra teigiamos, tai sino > 0, kai o yra II ketvirčio 
kampas; 

III ir IV ketvirčių taškų ordinatės yra neigiamos, tai sino < 0, kai o yra III ir 
IV ketvirčio kampai; 

2) sino > 0; 3) sing < 0. 
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71. 


5) b) Parodysime, kad sino = — sin(—a), nors kartais naudingesnis toks lygy- Pastaba 


bės pavidalas: sin(—o) = — sino. Pravartu įrodyti 5) lvgv bes prieš spren- 


AOBB| = AOC B,;, nes abu trikampiai statieji, /BOB,; = <COB, = a, džiant kitas užduotis. 
OB = OC = l. Iš čia BB, = CB}. 


Taškų B ir C, į kurios perėjo taškas A spindulį O A pasukus atitinkamai kampu b) yl 
a ir —a, ordinačių moduliai (ilgiai) lygūs, skiriasi tik ženklai: yc = — yg, tai B 
sin(—o) = — sina. 
c) Parodysime, kad sin(90? + œ) = sin(90? — a). Pasizymésime kampus 
ABOA = 90? — «a ir ZCOA = 90? +æ. Iš taškų B ir C brėžiame stat- d 
menis B B, ir CC, į x ašį. * 
AB, BO = ACCO nes trikampiai statūs, LB O B, = /COC|, = 90° —a, 
OB = OC = l. Iš čia BB, = CCį. a 
Taškų B ir C, į kurios perėjo A, spindulį O A pasukus atitinkamai kampais 
ZBOA = 90? —a ir ZCOA = 90? + a, ordinatės lygios, tai ir tų kampų o 4 
: . = : y 
sinusai yra lygūs: sin(90? + o) = sin(90? — o). 
Kitas lygybes įrodome panašiai, pasinaudodami stačiųjų trikampių lygumu. C B 
1) Pasinaudojame įrodytomis 5) lygybėmis. 
sin(— 17) = —sin 1° = —0,017, sin 179? = sin(180? — 1?) = sin 1° = 0,017, A 
sin(— 179°) = — sin 179° = —0,017; X 
2) sin(—94?) = — sin 94? = —0,998, sin 86? = sin(180? — 94?) = sin94? = 
= 0,998, sin(—86?) = — sin 86? = —0,998; 
3) sin(—195?) = — sin 195? = 0,259, sin 165? = sin(360? + (—195?)) = 


= sin(— 195°) = —0,259, sin(—165?) = — sin 165? = —(—0,259) = 0,259; 
4) —40°, 40°, —320?, — 140°, 140°; 

6) a) sin 12° = 0,208, sin(—12°) = —0,208, 

sin 168° = sin(180° — 12°) = sin 12° = 0,208, 

sin 192° = sin(180° + 12°) = — sin 12° = —0,208, 

sin 348° = sin(360° + (—12°)) = sin(—12°) = —0,208; 

b) sin 100° = sin(180° — 80°) = sin 80 = 0,985, 

sin 260? = sin(360° + (—100°)) = sin(—100°) = —0,985, 

sin 280? = sin(360? — 80°) = — sin 80° = —0,985, 

sin(—280°) = —(—0,985) = 0,985. 


72. a) sin0 = sin0° = 0, sin Z = sin 30° = i sin 4 = sin45? = s 
sin Z = sin60* = X2, sin  — sin90 = I; 
b) sin(-£) = sin(—30°) = -1, sin (—Ẹ) = sin(—45?) = cm 
sin (7) = sin(—60°) = — 32, sin(-Z) = sin(—907) = —1: 
c) sin(—7z) = O, sin27 = 0, sin4z = O, sin(-27) = 0. 
73. 1) a) Didėjanti, kai x € (—7 + 2ztk; 5 4 2nk); 
b) mažėjanti, kai x € (X + 27k; 7 + 2x). k € Z. 
2)a) D(f) = R, E(f) = [-1:; 1]; 
b) f(x) 20, sinx = 0, kai x = ...—27 ; —7; 0; 1; 27; 3m; ., x = nk, k EZ, 
sinuso reikšmė 0 kartojasi kas 7; 
c) f(x) = l, sinx = l, kai x =... x. LE Eus x —5-2nk; k € Z, 
sinuso reikšmė 1 kartojasi kas 27; 
d) f(x) = —1, sinx = —1, kai x = ...—5; s . arba x = —5 + 2k, 
k € Z, sinuso reikšmė —1 kartojasi kas 27. 
3) Grafikas simetriškas koordinačių pradžios taškui, simetrijos centras (0; 0). 
4) Teisinga lygybė sinx = — sin(—x). 
5) Funkcija f(x) = sinx yra nelyginė. 
6) Funkcija f(x) = sin x yra periodinė. 
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74. a) Funkcijos y = sinx — l visos reikšmės yra 1 mažesnės už atitinkamas 
funkcijos y = sinx reikšmes, tai grafiką y = sinx — l gausime y = sinx 
grafiką pastūmę išilgai y ašies žemyn per 1. 


b) Funkcijos y = sin (x — 5) reikšmė bus lygi 0, kai x — 5 = 0, x = 
taškas pasislinks x ašimi į dešinę per 5. 


NJN 
Z 
= 
= 


“r 


= / - m 
y -sin(x -5) 
75. b) Žinome, kad —1 < sinx < 1. Kai sinx = —1, sinx —1— —1 — 1 = —2, 
kai sinx = I, sinx — 1 = 1 — 1 = 0. 
Mažiausia funkcijos reikšmė yra —2, didžiausia — 0. 
Atsakymai. a) mažiausia 3, didžiausia 5; b) mažiausia —2, didžiausia 0; 
€) mažiausia —2, didžiausia 2. 


76. a) Vandens lygis bus aukščiausias, kai 3 sin (€ - t) įgis didžiausią reikšmę. 


Kadangi sinx didžiausia reikšmė lygi I, tai sin(Z -1) = I, kai Z -t = 5, 
P3. 

b) Vandens lygis žemiausias, kai 3 sin (Z - t) įgis mažiausią reikšmę. 

Kadangi sinx mažiausia reikšmė —1, tai sin(Z <1) = —l, kai Z-1 = —5. 
t = —3, arba, kai % -t = x. t = 9. Pagal prasmę tinka tik teigiama f reikšmė. 


Atsakymas. Vandens lygis aukščiausias po 3h, žemiausias po 9h. 


Priminkite mokiniams 

e Funkcijos y = sinx + a grafiką 
gausime y = sinx grafiką pastūmę 
išilgai y ašies per a. Jei a > 0 — 
aukštyn, jei a < 0 — žemyn. 

e Funkcijos y = sin(x — a) grafiką 
gausime y = sinx grafiką pastūmę 
išilgai x ašies per —a. Jei a > 0 — 
į kairę, jei a < 0 — į dešinę. 
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9.4. Kampo kosinusas. Funkcija f (x) = cos x 


Bet kokio kampo kosinusas ir funkcija f(x) = cosx kartu, apibrėžiant bet kokio kampo sinusa ir kosinusa. 
nagrinėjami kaip ir bet kokio kampo sinusas ir funkcija o vėliau ir funkcijas f(x) = sinx bei f(x) = cos x. 
f(x) = sinx. Galima šiuos abu skyrelius nagrinėti 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 77, 78.1, 79, 82. 
Vidutinis lygmuo: 78.2, 81. 
Aukštesnysis lygmuo: 80. 


77. 1) Visų kampų kosinusai lygūs: Patarkite mokiniams 
a) 1: b) 32. e) 4; d) 0; e) —1; f) zu g) —1; h) 0. pasinaudoti 68 uždavinyje apskai- 
; s wA čiuotomis taškų koordinatémis ir ko- 


2) cos(360? - k) = cos 0? = I, cos(45? + 360? - k) = cos 45° = 42 

cos(60? + 360? - k) = cos 60? = 1, cos(90? + 360? - k) = cos 90? = 0, 
cos(180? + 360? - k) = cos 180? = —1, cos(135? + 360° - k) = cos 135 = m 
cos(120? + 360? - k) = cos 120? = -1, cos(270? + 360? - k) = cos 270? = 0, 
cos(30? + 360° - k) = cos 30 = x2. 


78. 2) f) Kampai —15? ir —16? yra IV ketvirčio, cos x reikšmės IV ketvirtyje 
didėja, tai cos(—15?) > cos(—16?), nes —15? > —16?; 
h) Kampai —185? ir —200? yra II ketvirčio kampai, cos x reikšmės II ketvirtyje 
mažėja, tai cos(—200“) > cos(—185?), nes — 1859 > —200°; 
j) cos 585? = cos(360? + 225?) = cos 225“, cos 600? = cos(360? + 240?) = 
= cos 240“, kampai yra III ketvirčio, cos x reikšmės III ketvirtyje didėja, tai 
cos 585? < cos 600“; 
k) cos 1253? = cos(3 - 360? + 173?) = cos 173°, cos 1255? = cos(3 - 360? + 
4-175?) = cos 175°, kampai yra II ketvirčio, cos x reikšmės II ketvirtyje mažėja, 
tai cos 173? > cos 175? ir cos 1253? > cos 12557. 
Atsakymai. 
1) a) Kampo reikšmėms didėjant nuo 0“ iki 90“, tų kampų kosinusai, t. y. cos x 
reikšmės mažėja nuo 1 iki 0. 
b) Kampo reikšmėms didėjant nuo 90? iki 1807, cos x reikšmės mažėja nuo 0 
iki —1. 
c) Kampo reikšmėms didėjant nuo 180? iki 270°, cos x reikšmės didėja nuo 
—l iki 0. 
d) Kampo reikšmėms didėjant nuo 270? iki 360°, cos x reikšmės didėja nuo 0 
iki 1. 
2) a) cos 1? > cos 2°; b) cos 89? < cos 85°; c) cos 90° > cos 91°; 
d) cos 185? < cos 209°; e) cos 301° < cos 310°; f) cos(—15?) > cos(— 167); 
g) cos(—95?) < cos(—90?); h) cos(—200?) > cos(— 185“); i) cos(-273?) < 
< cos(—360?); j) cos 585? < cos 600°; k) cos 1253? > cos 1255“. 


79. Kosinusų ženklai tokie patys kaip ir I, II, III, IV ketvirčių taškų abscisės (ko- 
ordinatė x). 
Atsakymai. 1) I ir IV ketvirčio kampų kosinusai teigiami, II ir III — neigiami; 
2) cosg > 0; 3) cos B < 0. 


80. 5) b) Įrodome, kad cosa = cos(—o). Pastaba 
AODB = A^ODC, nes abu trikampiai statūs, OB = OC, ZBOD = ZCOD. Pravartu įrodyti 5) lygybes prieš spren- 
Iš trikampių lygybės seka, kad taškų B ir C abscisės lygios: xg = xc,taiir džiant kitas užduotis. Tada jomis 


sinuso apibrėžimu. 


cos a. = cos(—a). galima pasinaudoti. 

c) Irodome, kad cos(90? + œ) = — cos(90? — a). 

A^B1OB = ^C10C, nes trikampiai statūs, ZBOB| = COC; = 90° —o, — p) yl 

OB — OC. B 

Jei trikampiai lygūs, tai Bj O = C10. Taškų B ir C abscisių moduliai lygūs, 

o ženklai priešingi, tai cos(90? + œ) = — cos(90? — a). 

Kitos lygybės įrodomos panašiai. 2 A 5 


Pasinaudodami jrodytomis lygybémis, sprendžiame 1)—4) užduotis (analogiškai 
kaip 71 uždavinyje). 
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81. 


82. 


6) a) cos 12? = cos(—12?) = 0,978, c) à 
cos 168? = cos(180? — 12?) = — cos 12? = —0,978, 

cos 192? = cos(180? + 12?) = cos(180? — (—12?)) = — cos 12? = —0,978, 
cos 348? = cos(360? — 12?) = cos(—12?) = cos I2? = 0,978; 

b) cos 100? = cos(180? — 80?) = — cos 80? = —0.174, 


cos 260? = cos(180? + 80?) = — cos 80? = —0.174, 

cos 280? = cos(—280?) = cos(360? — 80?) = cos 80? = 0,174. 

Atsakymai. 

1) cos(—5?) = 0,996, cos 175? = — cos 5? = —0,996, 

cos 185? = — cos 5? = —0,996, cos(—175?) = —0,996, cos(—185?) = —0,996. 
2) cos(—89?) — 0,017, cos(—91?) — cos(91?) — 0,017, 

cos(269*) = —0,017, cos(271?) = 0,017. 

3) cos(190?) = cos(—190?) = —0,985, cos(—10?) = cos(10?) = 0,985, 
cos(—170?) = —0,985. 

4) —140*, 140°, —40*, 40°, —320*. 


a) cos0 = cos0? = I, cos £ = cos 30° = PER 
2 
cos Ž = cos45? = 12 cos Ž = cos 60° = L, cos Z = cos 90? = 0; 


b) cos (-£) = cos(—30) = 43, cos ( 4) = cos(—45?) = 8. 
cos (-&) = cos(—60?) = 3. cos (- $) = cos(-90) = 0; 
€) cos(-7) = —1, cos 2x = I, sindz = I, cos(-27) = I. 


1) a) Funkcija mažėjanti, kai x € (2k1; 1 +2kr) k € Z; 

b) didėjanti, kai x € (7 + 2zrk: 21 + 2zK) k € Z. 

2) a) D(f) = R, E(f) = [-1; II; 

b) f(x) = 0, kai x = 5 + xk; k e Z; f(x) = I, kai x = 2kz, k € Z; 
f(x) 2 —l1, kai x = (2k + lr, k € Z. 

3) Funkcijos grafikas simetriškas ordinačių ašiai, turi simetrijos ašį. 

4) Teisinga lygybė: cos x = cos(—x). 

5) Funkcija f(x) = cos x yra lyginė. 

6) Funkcija f(x) = cosx yra periodinė. 

7) Funkcijų g(x) = cosx + I, h(x) = cosx — 2 grafikus gausime funkcijos 
f(x) = cosx grafiką pastūmę išilgai y ašies atitinkamai: per 1 vienetą aukštyn; 
per 2 vienetus žemyn (žr. 74 užd.). 

Funkcijų /(x) = cos(x — 7), m(x) = cos (x + 5) grafikus gausime funkcijos 
f(x) = cosx grafiką pastūmę išilgai x ašies atitinkamai: per 7 į dešinę; per 
Z į kairę. 

Funkcijos n(x) = sinx grafiką nusibraižę vienoje koordinačių sistemoje su 
funkcijos f(x) = cosx grafiku pastebime, kad n(x) = sinx grafiką gauname 
f(x) = cos x grafiką pastūmę x ašimi per 5 į dešinę. 


f(x) 2 cosx 
-- h(x) 2sinx 


Išvada. sinx = cos (x — 


zm 
2 


). 
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9,5. Kampo tangentas. Funkcija f (x) — tgx 


Bet kokio kampo tangentui apibrėžti taip pat naudoja- 
més vienetiniu apskritimu ir spindulio OA galo taško, 
pasukus spindulį OA kampu o, koordinatémis. Brai- 
žant funkcijos f(x) = tg x grafiką, tangento reikšmėms 
apskaičiuoti pravartu pasinaudoti trigonometrinių funk- 


cijų reikšmių lentele arba skaičiuokliu. 
Mokiniai turėtų: 


e žinoti, kaip apibrėžiamas bet kokio kampo tangen- 
tas, kurių kampų tangentai neegzistuoja; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 83, 84.1, 85, 86.1, 87, 88. 
Vidutinis lygmuo: 84.2, 86.2. 
Aukštesnysis lygmuo: 89. 


83. Žinome, kad tgo = 222, 


cosa’ 


51 31 m m 3x 5x 
23 29 yq rr cs 


Kai à = ...—75-, —5-, 


mokėti nustatyti bet kokio kampo tangento Zenkla ir 
rasti tikslias kampų 0; Z P 4i $; tangentų reikšmes; 


nubraižyti funkcijos f(x) = tgx grafiką; 


nusakyti funkcijos f(x) = tg x apibrėžimo ir reikš- 
mių sritis, teigiamų ir neigiamų funkcijos reikšmių 
intervalus, funkcijos lyginumą, periodiškumą, gra- 
fiko simetriškumą. 


šių kampų kosinusai lygūs 0, 


o dalyba iš 0 negalima. 


84. 1) b) Spinduliui OA pasisukus 45? kampu, taškas A pereis į tašką Bj, kurio 
koordinatės lygios x = y = x2 tai tg 45? = 1. Taip pat ir kitų kampų, kuriuos 


galime užrašyti pavidalų 45? --360? -k, k — sveikasis skaičius, tangentai lygūs 1: 
tg(45? + 360° - k) = I, kai k € Z. 

Spinduliui pasisukus 225? kampu taškas A pereis į tašką B2, kurio koordinatės 
lygios x = y = 342, Gauname, kad tg 225? = I arba tg(180? 4- 45?) = I. 
Visų kampų, kiur galime užrašyti pavidalu (180° + 45°) + 360° - k, k € Z, 
tangentai lygūs 1. 

Išvada. tg(œ + 180 - k) = tgo, k — sveikasis skaičius. 

Atsakymai. 1) Visų kampų tangentai lygūs: 

a) 0; b) I: c) 33; d) —32. 

2) tg(180? - k) = 0, tg(45? + 180° - k) = I, 

tg(120? + 180? - k) = tg(—60? + 180? + 180? - k) = —/3, 

tg(150? + 180? - k) = tg(—30? + 180? + 180° - k) = —X2, 

tg(225? + 180? - k) = tg(45? + 180? + 180? - k) = 1, 

tg(300? + 180? - k) = tg(—60? + 2 - 180? + 180? - k) = —/3, 

tg(330? + 180? - Pas tg(—30? 4- 2-180? + 180° - k) = RE 

te(30* + 180° - k) = X2, tg(60? + 180° -k) = v3, 

tg(135? + 1807. "B Pi —45? + 180° + 180° - k) = 

tg(210° + 180° - k) = tg(30° + 180° + 180° - k) = E 

tg(240? + 180? - k) = tg(60° + 180° + 180? - k) = v3, 

tg(315? + 180° - k) = tg(—45? + 2-180? + 180° - k) = — 


85. Kai kampai yra I ir III ketvirčių, taško B koordinatės vienodų ženklų irtgo > 0, Priminkite mokiniams 
kai kampai yra II ir IV ketvirčių, tgo < 0, nes taško B koordinatės skirtingų Pagal apibrėžimą posūkio kampo o 
ženklų. tangentu vadiname taško B, į kurį 
86. 1) a) Kampo reikšmėms didėjant nuo —90? iki 90°, tų kampų tangentai, t.y. Pereina taškas A, pasukus spindus 
tgx reikšmės didėja nuo —oo iki +00. li OA kamp p a, koordinačių san- 
b) Kampo reikšmėms didėjant nuo 90° iki 270°, tų kampų tangentai, t. y. tgx KI tgo = į. Tangento ženklas 
reikšmės didėja nuo —oo iki +00. priklauso nuo taško B koordinačių 
2) a) tg 15° < tg 16°; b) tg(—15°) > tg(—16°); €) tg 89? > tg(—89°); ženklų. 
d) tg 121° < tg221°; e) tg(—100°) > tg 259°; f) tg 135° = tg(—405?). 
87. tg0 — 0, tg Z = tg30? = X2, tg Ẹ = tg45° = I, tg Ẹ = tg60° = V3. 
88. 1) Funkcija f(x) = tgx: 
a) apibrėžta, kai x € (rt -k — 5:5 +7- k); 
b) E(f) = R 
c) didėjanti visoje apibrėžimo srityje; 
d) f(x) = 0, kai x = x - k, k € Z, f(x) > O, kai x € (rk: 5 +r K), 
f(x) < 0, kai x € (z-k- 5:1 k). 
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89. 


2) Funkcijos f(x) — tg x grafikas: 

a) simetriškas koordinačių pradžios taško (0; 0) atžvilgiu; b) nesimetriškos; 
c) turi simetrijos centrą — taškas O (0; 0). 

3) Teisinga lygybė tg(x) = —tg(—x). 

4) Funkcija f(x) — tg x nelyginé. 

5) Funkcija f(x) — tg x periodine. 

1) Funkcija f(x) = ctg x neapibrėžta, kai sin x = O, t. y. kai x = T - k. 

2) ctg30* = V3, ctg45? = I, ctg 60? = X2, ctg90° = 0. 

Spindulj O A pasukus 120“ kampu taškas A pereina į tašką B, kurio koordinatės 
(-1; 33), ctg 120° = — 32. 

Spindulį O A pasukus 135? kampu taškas A pereina į tašką B, kurio koordinatės 
(- 42: 42), ctg 1359 = —1. 

Spindulį O A pasukus 150? kampu taškas A pereina į tašką B, kurio koordinatės 


48 
(738; 1), ctg 150 = -F = - 3. 
Naudojantis tuo, kad ctg x — SSX galime apskaičiuoti ir taip: 


à 2 
ctg 30° = cos30° — 3$ = J/3; cte 45? = cos45? _ 42 Sj: 
j BL Aka de Tian ^ 2 ^ 
2 42 


ctg90* = $8355 = 0 — 0. 

4 ZB,0D—(r-c-x)—m-m-—x, 

AOB|C = A0B5D, nes trikampiai statūs, / Bj OC = ZB20D, 

OB, = OB». 

Iš trikampių lygybės: OC = OD, OB, = OB». 

Taškų B, ir B» koordinatės skiriasi tik ženklu Bj(xj; y1), Bo(—-x1; —y1), tai 
jų santykiai lygūs: 

ctgx = en = 2 = ctg(x + x). 

Kai spindulys O B5 pasisuks dar per 7, taškas B> pereis į tašką Bj ir 

ctg(x +2-7) =ctgx. Spinduliu O Bj, pasisukus k kartų po 7, jo galo taškas 
atsidurs arba tame pačiame taške Bj, arba taške B», todėl ctg x = ctg(x +k-7), 
k € Z. 
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9.6. Geometrijos uždaviniai 


Prieš sprendžiant šio skyrelio uždavinius reikėtų, kad « žinotų, kokie daugiakampiai vadinami apibrėžia:- 

mokiniai: siais; 

e prisimintų centrinių ir įbrėžtinių kampų apibréZi- e gebėtų pasinaudoti tiesiogine ir atvirkštine teoremo- 
mus ir kam lygus įbrėžtinio kampo didumas; mis apie apibrėžtąjį keturkampį. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 90, 92a. 
Vidutinis lygmuo: 91, 92b-d. 


90. a) 40“; b) 172°; c) 60°. 


91. Galima paaiškinti, kur yra apie statųjį trikampį apibrėžto apskritimo centras: 


A 
ZBAC = 90? yra įbrėžtinis, tai jį atitinkantis centrinis kampas C O B = 180“. 
Styga CB dalija apskritimo lanką pusiau, tai ji yra to apskritimo skersmuo X B 
ir stačiojo trikampio įžambinė. Todėl įžambinės vidurio taškas yra apie statųjį 

trikampį apibrėžto apskritimo centras O, jis vienodai nutolęs nuo visų trikampio 
viršūnių: OA = OB = OC = r. Ši lygybė reiškia, kad apie statųjį trikampį 
apibrėžto apskritimo spindulys lygus pusei įžambinės, pusiaukraštinė O A taip 
pat lygi pusei įžambinės. 

Atsakymai. a) OA = OB = 3cm; b) OA = 2,5cm; ce) OA = 5/2 cm; 

d) AO = AC =2cm. 


92. b) AAOB — statusis ir lygiašonis, nes OA = OB = r, tai kampai prie Pastaba 
pagrindo po 45°, ZBAD = 45° + 25° = 70°, ZBCD + ZBAD = 180°. Iš Atkreipkite mokinių dėmesį, kad 
čia: ABCD — lygiašonė trapecija. 
ZBCD = 180° — 70° = 110°. 
ZADC = 3ZA0C; ZAOC = 4(90° + 50°) = 70°. 
ZABC = 180° — ZADC, ZABC = 110°. 
€) Visi keturkampio kampai A, B, C ir D yra įbrėžtiniai, o juos atitinkantys Priminkite mokiniams 
centriniai kampai AOC, BOD po 180°, tai keturkampio kampai lygūs 90°. Jei apie keturkampį apibrėžtas ap- 


Kitaip: Keturkampis, kurio jstriZainés lygios ir dalija viena kitą pusiau yra skritimas, tai to keturkampio prie- 
stačiakampis. Iš brėžinio matome, kad AC ir BD yra to paties apskritimo Šingu kampų dydžių suma lygi 180“. 
skersmenys ir susikerta apskritimo centre, tai jos lygios ir dalija viena kitą 

pusiau (į du spindulius), todėl keturkampis ABC D yra stačiakampis ir visi jo 

kampai po 90“. 

Atsakymai. a) ZC = 60°, ZD = 100“; 

b) ZA = ZD = 70°, ZB = ZC = 110°; 

€) ZA B C D = 90°; 

d) ZA = 60°, ZB = 110°, ZC = 120°, ZD = 70°. 
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10. TRIGONOMETRIJOS TAIKYMAI 


10.1. Trigonometrinés tapatybés 


Pagrindinés trigonometrinés tapatybés nesunkiai jrodo- 

mos remiantis trigonometriniu funkciju apibréZimais, 

Pitagoro teorema ir paprasčiausiais pertvarkiais. Mo- 

kiniai turétu: 

e žinoti pagrindines trigonometrines tapatybes; 

e gebėti jas taikyti sinuso, kosinuso, tangento reikš- 
mėms apskaičiuoti; 

e panaudoti jas trigonometrinių reiškinių paprastiems 
pertvarkiams. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 99-102, 104. 
Vidutinis lygmuo: 103, 104. 
Aukštesnysis lygmuo: 106. 


99. a) I ketvirčio kampas, tgo = 0,467; 
b) I ketvirčio kampas, tgo = 11,045; 
c) IV ketvirčio kampas, tgo = —0,268; 
d) II ketvirčio kampas, tgo = —2,749; 
e) III ketvirčio kampas, tgo = 0,701. 
100. 


"m: ny . 
sin? = 1 — cos? æ, sing = +/1 — cos? g. 


Sprendžiant užduotis, taikome visus anksčiau išmoktus 
reiškinių pertvarkius (kėlimą prieš skliaustus, grupavi- 
mą, panašių dėmenų sutraukimą ir pan.) bei trigono- 


metrines formules: 
l 
37. 
COS“ Q 


Be to primename, kad sin? c, tai supaprastintas užrašas 
i 2 . " Meets 
(sina) = sina - sino ir panašiai. 


sino. 
cosa? 


tgo = sin? æ + coa = 1; 1 tg?a = 


a) Kai cosa = 0,985 (x > 0), kampas gali būti I arba IV ketvirčio. 


Kai kampas I ketvirčio, sino > 0, sina = y 1 — 0,9852 = 0,173. 
Kai kampas IV ketvirčio, sino < 0, sine = —/1 — 0,985? = —0,173. 
d) Kai cosa = —0,070 (x < 0), kampas gali būti II arba III ketvirčio. 


Kai kampas II ketvirčio, sino > 0, sino = 


2 


V 1 — (—0,070)^ = 0,998. 
Kai kampas III ketvirčio, tai sino < 0, sino = —0,998. 


Atsakymai. a) sino = 0,173 (I ketvirtis) arba sino = —0.173 (IV ketvirtis); 
b) sino = 0.643 (I ketvirtis) arba sina = —0,643 (IV ketvirtis); 
€) sino = 0,243 (II ketvirtis) arba sina = —0.243 (III ketvirtis); 
d) sino = 0,998 (II ketvirtis) arba sino = —0,998 (III ketvirtis). 


101. 


cosa = —/1 — 0,766? = —0,643 (II ketvirtis); 


a) cosa > 0, cosa = V1—0,7662 = 0,643 (I ketvirtis) arba cosæ < 0, 


b) cos œ = 0,173 (I ketvirtis) arba cos œ = —0,173 (II ketvirtis); 
€) cos o. = —0,996 (III ketvirtis) arba cos œ = 0,996 (IV ketvirtis); 
d) cosa = —0,423 (III ketvirtis) arba cos œ = 0,423 (IV ketvirtis). 


102. a) tgo = 0,675 > 0, tai kampas « arba I arba III ketvirčio. 
Iš formulės 1 + tg? œ = —L.— randame 
2 l a i +7— +0,829 
COS“ g = ka sw Jea cosg = Josi , . 


Kai o yra I ketvirčio kampas, coso = 0,829, kai œ yra III ketvirčio kampas, 


cosa = —0,829. 


Atsakymai. a) cos 4 = 0,829 (I ketvirtis) arba coso = —0,829 (III ketvirtis); 
b) cos «œ = 0,719 (I ketvirtis) arba cos 4 = —0,719 (III ketvirtis); 
€) cosa = 0.225 (I ketvirtis) arba cos œ = —0,225 (III ketvirtis); 
d) cos æ = 0,035 (I ketvirtis) arba cos œ = —0,035 (III ketvirtis); 
e) cos o = —0,951 (II ketvirtis) arba cos 4 = 0,951 (IV ketvirtis). 


103. Tikriname sąlygą sin? o + cos? o = I. 


2 p. 
a) (3) + (i) = + d; = 232346 4 1. Tokio kampo nėra. 


sino 
tgo ^ 


sino 
cosg 


„1š čia cosa = cosa = Ž. 


c) tga = 


5 
tgo > O. 


Atsakymai. 
I ketvirčiui. 


i2y" + (y = 1. Toks kampas yra, jis priklauso I ketvirčiui, nes sino > O ir 


a) Ne; b) taip, œ priklauso III ketvirčiui; c) taip, œ priklauso 


10.1. Trigonometrinės tapatybės 


101 


104. 


105. 


106. 


a) 2; b) sin? g; c) cosa; d) 1; e) 1; f) - 1; g) 2sin2 a; h) I; 
i) 1 — 2sinža; j) 2. 
c) Pertvarkome kairiąją pusę. 


, 32 sed ue. —(1-cos2 
sin? a cos? g sin ateos “=j L — cos a 1 ( a ) 2 
$ cosŽa cos“ a cos“ COS^ œ 
-sin^ g 2 
L———————-—-—te-*a. 
cos? g g 


d) Pertvarkome kairiaja puse. 

(sin a + sin? æ cos? Qa) T cos? æ = sin? a (sin? œ + cos? a) + cos? œ = 

= sin? a + cos? & = I. 

e) Pertvarkome kairąją pusę. 

(a - sina + b- cosa)? +(b-sina —a:coso)? = a? si? a + 2ab sina - cos œ + 
b? cos? æ + b? sin? a — 2ab - sina - cos œ + a? cos? œ = a? (sin? æ + cos? æ) + 


b? (sin? a + cos? «) = a? + p?. 


1 


a) ctga = $; tgo = T, ctga -tga = ie 7 = I, todėl ctgæ = A 
b) Galima pastebėti, kad tai ta pati lygybė kaip a). 
p pati 1y8y P : 
To nepastebėjus, sprendimas jau buvo matomas: * - 2 =4; 
Iš čia išplaukia, kad ctgo = 977, tuo pasinaudojame spręsdami c). 
c) 1 + ctg 29 = 1+ cos? a = sin? a-Ecos? g - | 
sin? æ sin? a sin? a 
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10.1. Trigonometrinés tapatybés 


10.2. Lygtis sinx = a 


Kaip rasti lygties sinx = a, |a| < 1 sprendinius, aiški- e suprasti, kad arcsina yra vienintelis lygties sinx = 


name naudodamiesi vienetiniu apskritimu ir sinusoide. = a, |a| < 1 sprendinys intervale [-5; +4] kiti 
Mokiniai turėtų: sprendiniai randami pagal formulę 
e gebėti pavaizduoti lygties sin x = a, |a| < 1 spren- x =(-I)aresina + xk, k € Z. 


dinius intervale [0; 277] kaip posūkio kampus, kuri oe ] . x ! f 
Do RX sl Ikapp P 4 Si formulė nejrodoma, tik pailiustruojama pavyzdžiu. 
sinusai lygüs a; 


e suvokti, kad lygtis sinx = a, |a| < 1 turi be galo Užrašydami lygties sin x = a sprendinius mokiniai turi 


daug sprendinių, nes sinusoidė y = sinx ir tiesė pasinaudoti žinomomis tiksliomis kampų 0; +5; c7; 
y = a kertasi taškuose x; +27k ir x>+21k, k € Z; xvi +% sinusų reikšmėmis. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 108-111. 
Vidutinis lygmuo: 107, 112, 113. 


107. 1) Nusibrėžiame y = sinx ir y = ze grafikus. Ju susikirtimo taškų abscisės 
(x reikšmės) yra lygties sprendiniai. 


Lygties sinx = sa sprendinys intervale [0: 5] yra x = 4 = 45^, intervale 
[5:2] — x = 180° — 45° = 135°, radianais x = 7 — £ = žr, Kituose 
intervaluose x reikšmes nustatome pasinaudodami brėžiniu. 

3) NusibréZiame y = sinx ir y = -i grafikus. Artimiausias taškui 0 sprendi- 
nys yra x = —£, kitus nustatome iš brėžinio. 


Atsakymai. 
Intervalai sinx = ži sinx = 8S sinx = —3 
[0: 5] x=45* = £ x=607* = 5 sprendinių nėra 
[5: x] x =135° =x — f = 7 ] x=10=1-Z= sprendinių nėra 
[0; x] X 459.1359. 25 E x = 60°, 120°, T u sprendiniu néra 
[27:47] x = 405°, 4957, t, UT x = 420°, 480°, Lt, 87 x = 390°, 510°, Bz, UT 
(=œ; +00) x = & + 2r k; T +2 k; | x = 8 2r- k; E 2n k, | x = —E + 2r- k; Z427 k 
108. a) Pasinaudojame vienetiniu apskritimu ir sinuso apibrėžimu. Iš brėžinio ma- y! 
tome, kad taškų A; ir A» ordinatės lygios 0, tai sinx = 0, kai x = 180? - k, 
k € Z arba radianais x = m -k, k E Z. B, (0; 1) 
c) Spindulj OA pasukus 270°, 630^, 990° kampu (%7, T 427, 7 44r, ... 
radianų kampu), taškas A pereis į tašką B>(0; —1), tuomet sinx = —1, A» (-1; 0) A, (1; 0) z 
x = 270? + 360? - k arba x = € + 2xk, k e Z. » 
Dažniau pradinis posūkio kampas imamas —90? (— 5 rad.). Lygties sinx = —1 
sprendiniai užrašomi taip: B2 (0; -1) 


x = —90° + 360°k, k € Z, arba radianais x = —5 + 27k, k € Z. 
Atsakymai. a) x = x - k, k € Z; b) x = 5 + 2k, k € Z; ce) x = —5 + 2xk, 
kez. 
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109. 


110. 


111. 


112. 


113. 


104 


Atsakymai. a) Lz L I.) A Z, it, ar. 


Iš brėžinio matome, kad kai a > 1 ir kai a < —1 lygtis sinx = a sprendinių 
neturi. 


. 5 . . 
1) arcsin M2 = £,nes sinž = x2. arcsin A = 4, nes sin § = A 
arcsin1 = Z, nes sin% = I; arcsin(—}) = —Z, nes sin(-Z) = —4 
š ») 2 
arcsin (— 2) = E nes sin(- 1) = =; 
arcsin (— $)«- = —Ž, nes sin (— 5) = mns 
arcsin(—1) = —Ž, nes sin(-5) = —1; 
arcsin(—2) — neturi prasmės, nes lygtis sinx = —2 neturi sprendinių; 
arcsin 0 = 0, nes S 0. 
2) Taip; ne, nes x g [-3: 4]. 


a) x = (-D E + zk k € Z; b) x = (—1) 5 + xk, k € Z; 

c) x = F + 2rk, k € Z; d) x = (-D*(-1) + xk. k € Z; 

(=DE(-3) +k, k € Z; f) x 2-5 + 27k, k € Z; g) x = nk, k € Z. 
a) x = xk, k € Z; b) x = (—1) YE +k, keZ; 

c) sprendinių nėra. 


e)x 


Pastaba 
Lygčių c), f), g) sprendinius pato- 
giau užrašyti nesinaudojant formu- 
le, o taip kaip tai užrašyta 108 už- 
davinyje. 


10.2. Lygtis sinx = a 


Sio skyrelio struktūra ir uždavinių sprendimo metodika + 


yra analogiška 10.2 skyreliui. 
Lygties cosx = a, |a| < 1 sprendimą aiškiname pasi- 


naudodami vienetiniu apskritimu ir y = cos x grafiku. ° 


Mokiniai turėtų: 


e mokėti vienetiniame apskritime pavaizduoti kam- 


pus, kurių kosinusai lygūs a, |a| < 1 (x € [0; x]; 


114. 1) Nubraižome grafikus y = cos x ir y = 
reikšmės) yra lygties sprendiniai. 


10.3. Lygtis cosx = a 


suprasti, 


kad arccosa yra vienintelis 


suvokti, kad lygtis cos x = a, |a| < 1 turi begalo 
daug sprendinių; 


lygties 


cosx = a, |a| < 1 sprendinys intervale [0; 7], 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 115, 116, 117.1, 118. 
Vidutinis lygmuo: 


114, 117.2, 118. 


Atsakymas. 
Intervalai cosx = x2 cosx = x3 
[0: 5.] yea X30 2x 


cosx = —4 


kiti sprendiniai apskaičiuojami naudojantis formule 
x = ck arccosa + 2zk, k € Z. 


sprendinių nėra 


sprendinių nėra 


sprendinių nėra 


x = 180° — 60° = 120°x = 7 — 3 


—t 


27 
x = 120° = 7 


[0; x] x=45 =} - r =309 = Z 
[27:47] x = 4055, 675°, x = 390°, 690? 
x=% Dm y = DE 231 

(00; +00) | x = 45° +360°k, k € Z, | x = 30? +360°k, k € Z, 


x = —45? + 360°k, k € Z, 
x= ĵ +2rk, kez, 


x=-—ĵ +2rk, kez, 


x=% +2rk, kez, 


x = —30° + 360°k, k € Z, 


x = 480°, 600°, 


-— 8x lOr 
akiai 


x = 120? + 360°k, k € Z, 


x= o. 2nkkeZ, 


x = —120? + 360°k, k e Z, 


x=-Ž rk eZ. 


A», Bj, B» koordinates mokiniai gali savarankiškai išspręsti šias lygtis. 
a) cosx = 0, x = 90° + 180° - k, x = 5 + rk, k e Z. 

b) cosx = 1, x = 0° + 360° - k, x = 2xk, k € Z; 

c) cosx = —1, x = 180° + 360° -k, x ^ x -2zk, ke Z. 


. I$ brėžinio matome, kad kai a > 1 ir kai a < —1, lygtis cosx = a sprendinių 


neturi. 


y = a, a = 
—— LE B 


y y 


115. Pasinaudokite vienetiniu apskritimu ir kosinuso apibrėžimu. Užrašę taškų Aj, 


=a,a>1 


——— 


Pastaba 


Palyginkite su 108 uZdavinio spren- 
dimu ir pasinaudokite brėžiniu prie 


jo. 


y-a,-1«a«-1 


10.3. Lygtis cosx = a 


105 


J2 


o o 2 ; ne: | 
117. 1) arccos 7 = 45? = 4, nes cos45? = = 4, Patarkite mokiniams 

arccos 3 = = 30° = e nes cos 30? — 43 pasinaudoti 77 uždavinyje rastomis 

arccos n = 0° = 0, nes cos 0? = I, kosinusų reikšmėmis. 

arccos (— 4) = 180° — 60° = 120? = 2£,, nes cos 120° = AE 

arccos (— 42) = 1809 — 459 = 1359 = ŽZ, nes cos(135*) = — 32, 

arccos (-38) = 180° — 30° = 150° = x nes cos 150? — = 

arccos(—1) = 180? = x, nes cos 180? = —1, 

arccos(—2) neturi prasmės, nes lygtis cosx = —2 neturi sprendinių (visos 

kosinuso reikšmės yra intervale [—1; 1]), 

arccos 0 = 90? = 5s nes cos 90 = 0. 

2) Lygybé arccos 22 = € teisinga, nes cos z = xS ir € € [0; x]. 

Lygybé arccos 42 = -3r neteisinga, nes - Žž € [0; 7). 
118. a) x = +2 +21k,keZ;b)x = ze +21k, ke Z; 

c) x = 2x - k, k € Z; d) x = tX + 2xk, k € Z; e) x = +% + 27k, k € Z; 

f) x =x +2rk, k € Z; g) x = 5 +2rk, k € Z. 
119. c) 2cosx = 3, cos x = 3 > I, sprendinių nėra. 

d) sinx -cosx = 0, sinx = 0 arba cos x = 0, x = zk, x = 5 Tzk,keZ. 

e) sin x - cos x — sin x = 0, skaidome dauginamaisiais: 

sin x(cos x — 1) = 0, sinx = 0 arba cos x — 1 = 0, cosx = I, 

x = xk arba x = 2zk, ke Z. 

f) cosx + sin x - cos x = 0, cos x(1 + sin x) = 0, 

cosx = O arba 1 + sinx = 0, sinx = —1, — 

X 5t nk, DAP. akos k € Z. 

Atsakymai. a) x — 2 xk, k € Z; b) +F -F2zk, k € Z; €) sprendinių nėra; 

d)x=71k, x = 51 ak, kez; Dren kez, 

f x= 5 +71k,ke 

m 

106 10.3. Lygtis cosx = a 


10.4. Lygtis tg x = a 
Aiškindami lygties tg x = a sprendimą, jos sprendinius mažiausias funkcijos y = tg x periodas lygus 7r. 
pavaizduojame grafiškai. Išnagrinėję skyrelio medžiagą mokiniai turėtų: 


Intervale (—5: Z) lygtis visuomet turi vienintelį spren- + surasti lygties tg x = a sprendinį intervale (-5; 5); 


din] x = arctga. Kiti sprendiniai kartojasi kas 7, nes e mokėti užrašyti visus lygties tg x = a sprendinius. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 120, 121—123, 124.1, 125, 126a,b. 
Vidutinis lygmuo: 124.2, 126c. 


120. 
Intervalai tg x = /3 tgx = 2 tgx — —32 
(5:3) x=60=5 x= 308 = į == 30 = į 
(Z; 32) x = 60? + 180° = 240° | x —30? + 1809 = 2109 | x = —30? + 180? = 150? 
x=I+1=į1 x=zI+1= x=-%4+r=% 
(-X; -3) x = 60° — 180° = —120° | x = 30° — 180° = —150° | x = —30? — 180° = —210° 
x=%-r=-4% x=%-r=% x=-Z-1=-Z 
(-3: 3) U (8: 3E) x = 60°; 240? x = 30°; 210° x = —30°; 150° 
18$ bt 5E 


121. Tiesė y = a ir grafikas y = tgx intervale (—5; 7) kertasi viename taške. 
Atsakymai. a), b) vienas sprendinys. 


122. a) x =x - k, keZ;b)x—--T-cnznkkeZ. 


123. Taip, nes tgx įgyja reikšmes x € R, todėl kirs tiesę y = a kuriame nors taške. 


124. 1) arctg /3 = Z arctg X3 = 2, arctg(— 1) = -f> 
arctg (—v3) = -4 Z, arctg (8) =-ž; 
2) arctg (-/3) = -Z teisinga, nes tg(-$) = —/3 ir -35 e (-5:5). 
arctg (£) = —ŽT neteisinga, nes — 5€ ¢ (—5: 5). arctg 1 = Į neteisinga 
nes tg $ # I 

125. a) x = + zkkeZ;b)x = T +1k,ke Z; 
0)x=51+7k,keZ; d)r--—Lmh keZ;e)x-—-—T- nk keZ; 
Dx=-ž+ak, kez, feo k € Z. 


126. c) tgx - sinx = 0, tgx = O arba sinx = 0. Abiem atvejais x = xk, k € Z. 
Galima spręsti ir kitaip: 


sinx sin? x 
cosx -sinx = 0, COS X = 0. 


Trupmena lygi O, kai skaitiklis lygus 0, o vardiklis nelygus 0. 
sin? x = 0, cos x Æ 0. sinx =0, x = xk, k € Z. 
Atsakymai. a) nk, k € Z; b) Z +2k,keZ;c)1k,ke Z. 


10.4. Lygtis tgx = a 107 


10.5. Trigonometrija geometrijoje 


Šiame skyrelyje kartojame kraštinių ir kampų trigono- d) dviejų kraštinių ilgiai ir kampo prieš vieną iš jų 
metrinių funkcijų ryšius stačiajame ir bet kokiame tri- didumas. 

kampyje. Pravartu išspręsti nors po vieną charakteringą Pastarąjį atvejį su stipresniais mokiniais galima panag- 
skirtingų tipų uždavinį. rinėti smulkiau, nes uždavinys gali turėti du, vieną arba 


iš viso neturėti sprendinių. 


e Apskaičiuokite stačiojo trikampio kampų ir krašti- TU 
Mokiniai turėtų: 


nių didumus, kai žinomi: a) dviejų kraštinių ilgiai; 


b) viena kraštinė ir smailusis kampas. e savarankiškai spręsti nurodytų tipų uždavinius; 

e Apskaičiuokite bet kokio trikampio kraštinių ilgius  * apskaičiuoti trikampio plotą pasinaudodami formu- 
ir kampų didumus, kai žinomi: a) visų kraštinių lėmis; 
ilgiai; b) dviejų kampų didumai ir kraštinės ilgis; e gebėti pritaikyti žinomus trikampių sprendimo bū- 
c) dviejų kraštinių ilgiai ir kampo tarp jų didumas; dus praktinio turinio uždaviniams spręsti. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 127-129, 133, 135. 
Vidutinis lygmuo: 130-132, 137. 
Aukštesnysis lygmuo: 134, 136. 


127. a) Apskaičiuojame įžambinę c = Va? + P2, c = AER = V13. 
Kampą o randame iš lygybės sino = 2: sino = Ja o = arcsin Ju T 
a 7: 33,7°. 

Kampą P apskaičiuojame pasinaudodami tuo, kad trikampis status, todėl 
B = 90° — a = 56,3°. 

e) Apskaičiuojame kampą 8 = 90? — 20°, B = 70°. 

Iš aki pl ES E randame c = sep. Gu ieu = 3,191 = 3,2. 

Iš tgo = 5, randame a = b - tgo, a = 3- 0,364 = 1.092 = 1,1. 
Missed a) c = V13, œ = 33,7°, AEE a 

b) b = 4/7, « = arcsin 3 = 48,6?, B = 41.4*; 

c) a = 3, æ = arccos Žž = 36,99, B = 53,17: 
d)c—10, b —54/3, 8 = 60°; e) B = 70°, c = 3.2, 
f) a = 1-sin40? = 0,64, b = 1 - cos 40° 20,77, B = 
g) a = 2: cos $, b = 2 . sin B, œ = 65°. 


ä= 1 
507; 


128. b) Pastebime, kad trikampis lygiašonis a = c = 3, tai kampai prie pagrindo B 
lygūs œ = y. | 
Trikampio kampų suma 180° = o + o + 80°, 2æ = 100°, 4 = y = 50°. 

Lygiašonio trikampio aukštinė, išvesta į pagrindą, dalija jj pusiau. 

Kraštinės b ilgį NAME > d i$ stataus trikampio BAD: 

cosa = 5; G: cosa = 2, b —2c- cosg, b = 6: cos 50? = 3,9. c 
Atsakymai. a) c = 1,2, æ = 56,4?, B 293,6; b) b = 3,9, a = y = 50°; 


c) a = 24/13 — 12c0s 35° = 3,6, B = arcsin (——25233 — ) a; 40°, 
A/ 13—12 cos 350 
y = 105°. 


129. a) 3,75 kv. v.; b) 32 cm?; e) 2 kv. v. 


130. b) Lygiagretainio gretimų kampų suma lygi 180°, tai œ = 180? — B, æ = 80°. 
1) Iš stačiojo AAB K: ha = sing, tai ha = b-sina, ha = 1-sin 80°, ha = 0,98. 
S =a: ha, S =5-sin 80°, S =4,9cm?. 
2) Iš stačiojo X E ZLBC = g, apskaičiuojame hp. 
B — sing, tai hp = a - sing, hp = 5 - sin 80° ~ 4,9. 
Plotas S = 1,5 - sin 80° = 4.9cm2. 
3) SABCD = 2SAABD = 2: lab - sing = ab - sing. 
S = 1,5 - sin 80°, S = 5 sin 80° ~ 4,9 cm?. 
Jei lygiagretainio plotą skaičiuosime nusibraižę įstrižainę AC, tai S = 2SAABC = 
= ab - sinf. Tada S = 1,5 - sin 100°. Kadangi sin(180? — o) = sinc, tai 
sin 100? = sin(180? — 80?) = sin 80°. 
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h 
A 


131. Tegul A — pakilimo aukštis, s — kelio ilgis jkalne (nuokalne), sino = 
1) sino = 4$ =0.1, œ 2 5,7°. 
2) Užrašas 7% ženkle reiškia, kad keliu nuvažiavę s metrų nusileisime (pakil- 
sime) s - 0,07 metrų: sino = £097 = 0,07; a = 4°. 
3) Kalno aukštis A = 600 m, sing? = 909, s = 00. 
Atsakymai. 1) sino = 0,1, æ = 5,77; 2) sina = 0,07, æ = 4°; 
3) Automobilis nuvažiavo s = 4311 m. 


132. a) 3,4°; b) 17%. 
133. h = 17,4 m. 


134. a) LO = 6371 + 9 = 6380 (km). 
Atstumus LA, LB, kampus ZLOA — ZLOB apskaiciuojame i$ staciuju tri- 
kampių AOLA = AOLB. Apskritimo liestiné yra statmena spinduliui, išves- 
tam į lietimosi tašką, OA = OB = R, OL — bendra, 
LA? = LB? = LO? - OB), LA = LB = /6380? — 6371? ~ 339 (km). 
b) cos ZLOA = $I}, ZLOA = ZLOB & 3°, ZAOB = 6°. 
c) Centrinį 360? kampą atitinka apskritimo lankas lygus 27 R, tai 6? centrinį 
kampą atitiks 3 = d apskritimo lanko dalis. 
Lankas — AB = d5 2.3 «6371 = 457 - 6371 = 667 (km). 
d) Iš lėktuvo matome Žemės rutulio nuopjovos paviršių (pjūvio plokštuma eina L 
per taškus A ir B). Nuopjovos paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal formulę: 
S = 2z Rh, kur R — rutulio spindulys, ^ — nuopjovos aukštinė. 


Nuopjovos aukštinę randame iš Žemės spindulio atėmę O D. KR 


AAOB lygiašonis OA = OB = R, tai jo aukštinė yra ir pusiaukampinė. 
Iš AAOD randame cos3? = 92, OD = OA cos3?, OD = 6371: cos 3? = 
= 6362 (km). 
h = 6371 — 6362 = 9 (km), S = 27 -6371 -9 = 114678 - 7 = 360089 (km?). 
Atsakymai. a) 6380 km, 339 km, 339 km; b) 6°; c) 667 km; d) 360 089 km?. 
135. a) 71?; b) 4.7 m. 
136. a) tgx = 224 = 0,0772, x = arctg 0,0772 = 4.47. 
b) Bokšto sienos ilgis c = V4,272 + 55,3? = 55,46 (m) (stačiojo trikampio 
įžambinė). 
Kai x = 1°, sin 1? = az, a = 55,46 - sin 1? = 0,97 m. 
Kai x = 2°, a = 1,94m. 
Atsakymai. a) 4,49; b) 0,97 m, 1.94 m. 


137. A = 138m. 
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11. FUNKCIJOS IŠVESTINĖ 


11.1. Kelio ir greičio ryšys 


Šiame skyrelyje į kūno judėjimo pastoviu greičiu ir 
judėjimo su pagreičiu formules žiūrima kaip į laiko í 
funkcijų išraiškas. 

Braižomi kelio ir greičio priklausomybės nuo laiko gra- 
fikai. 

Skyrelio teorija ir užduotys parengia mokinius išvesti- 
nės, kaip naujos funkcijos, charakterizuojančios duoto- 
sios funkcijos kitimo greitį, suvokimui. 

Mokiniai turėtų: 

» pakartoti, kaip iš grafiko nustatomas funkcijos kitimo 
pobūdis, randamos funkcijos reikšmės; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 149, 150, 152, 155, 157. 
Vidutinis lygmuo: 151, 153, 156, 158, 159, 161. 
Aukštesnysis lygmuo: 154, 160. 


S 140 a) 1) v = 60km/h = I km/min. = 162 m/s; 


3) tgo = 60, œ ~ 89,05°, tga = v; 
b) 1) v = 90km/h = 1,5km/min. = 25 m/s; 


e prisiminti, kaip apskaičiuojamas vidutinis greitis; 

e mokėti rasti judėjimo pagreitį; 

e įsiminti, kad tiesės s = vt krypties koeficientas (grei- 
tis) v = tgo, čia o — kampas, kurį tiesė sudaro su 
abscisiu ašimi f. 

Pastaba. 
dydžiai atidedami kiekvienoje koordinačių ašyje, paste- 


Reikia pratinti mokinius išsiaiškinti, kokie 


bėti, kad abscisių ir ordinačių ašių vienetinės atkarpos 
gali būti skirtingo ilgio. 


3) Taško B koordinatės (1; 90), tgo = 2 = 90, œ = 89,36*, tgæ = v; 


c) D) v = 100km/h = 15 km/min. = 275 m/s; 
3) tgo = 100, o = 89,437. 


2) a), b), c) 
s (km) v (km/h)] 
X 
e = 
120-— 109 t 199 ——— —— 
| =90 
90 v=60 ” 
60+ | 504 
304 | 
- - : - 
0 1 2 3 4th) 0 1 2 3 44th 
150. 1) 250 km; 2) važiavo 5h, nuo 12 val. iki 14 val., nuo 15 val. iki 18 val.; Pastaba 


3) stovéjo nuo 14 val. iki 15 val. ir nuo 18 val. iki 19 val.; 
4) a) v = 50km/h; b) v = 100 km/h; c) v = 25 km/h; d) v = 50km/h; 


e) v = 353 km/h. = 35,7 km/h: 


5) a) 50km/h; b) Okm/h; c) 100 km/h; d) 25 km/h; e) Okm/h; 
6) a) s(t) = 50t, s(t) = 1007, s(t) = 25t; b) s(t) = 0-ft, t.y. s = O. 


Brėžinyje ne visai aišku, koks buvo 
greitis tarp 16 ir 18 valandos. Ta- 
čiau iš kelio grafiko matosi, kad per 
tas dvi valandas nuvažiuota 50 km, 
tad reikia laikyti, jog greitis buvo 


25 km/h. 
151. a) v = 90km/h, v = 60 km/h; M (km/h) 
b) Automobilis važiavo nuo 10 iki 12 ir nuo 14 iki 15 valandos, iš viso 3 val. 
Iš viso nuvažiavo 240 km, vidutinis vyaziavimo = E = 80 (km/h). 90 4- —— 
c) Visas kelionės laikas 5 valandos, nuvažiuotas kelias 240 km, 601 = 
tai vidutinis vyeliones = 239 = 48 km/h. 
d) Greitis 11 val. — 90 km/h, 12!5 — Okm/h; 141? — 60 km/h. ST 


ol ——— - 
10 12 14 15 t(h) 
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132. 


153. 


154. 


155. 


156. 


15% — 16% val.: s — 0. 1, 16% — 18% val.: s = 60 . 1, 

1800 — 2090 val.: s = 80 - 1, 2090 — 2100 val.: s — 0. r. 

1) Per 3 valandas vandens lygis sumažėjo 300—90 = 210 (cm). Aukščio kitimo 

greitis v = 70cm/h = 0,7 m/h = A mm/min — 113 mm/min. 

2) h(t) = k-t -- b. Kai t = I, h(1) = 300, 300 = k - 1 +b, kai t = 4, 

h(4) = 90, 90 = k -4 +b. Koeficientus k ir b rasime išsprendę lygčių sistema: 
k + b = 300, 

-| 4k + b = 90; 

—3k = 210, k= -70. 

Dabar k reikšmę įstatome į pirmąją lygų: —70 + b = 300, b = 370. 

3) h(t) = —70t 4- 370 — tai tiesės lygtis. 

Atidedame taškus A(300; 1); B(90; 4) ir nubrėžiame tiesę. 

Iš AABC rasime tg 8 ir, pasinaudoję lygybe œ = 180? — f, apskaičiuosime 

tgo. Kadangi tg P = 300 90 = 70, tai 

tgo = tg(180? — 8) = — tg B = —70, tga = —70. 

Gavome, kad tangento reikšmė sutampa su k reikšme: tgo = k. 

4) Pradinis vandens aukštis, kai + = 0, buvo A(0) = 370cm, t. y. h(0) = b. 

5) Kai vanduo ištekės, A (vandens aukštis) bus lygus O: 


2 
—10t +370=0, t= 57 h. 


Atsakymai. 1) 70cm/h = 0,7 m/h = 115 mm/min.; 2) k = —70; b = 370; 

3) tgo = —70; 4) 370cm = b; 5) 52 h. 

Tekéjimo greitį — 20 mm/s; pradinį vandens lygį — 1000 mm; laiką, per kurį 

ištekės visas vanduo; vandens lygį bet kuriuo laiko momentu. 

1) a) 2km/h2: b) 4km/h2; e) 10km/h?; 

2) a) v = 2t; b) v = 4t: c) v(t) = 10t km/h; 

3) a) v(1) = 2 km/h, v(2) = 4 km/h, v(10) = 20 km/h; 

b) v(1) = 4 km/h, v(2) = 8km/h, v(10) = 40km/h, v(1) = 10 km/h, 

v(2) = 20 km/h, v(10) = 100 km/h. 

4) Kelio priklausomybė nuo laiko išreiškiama kvadratine funkcija: 

a) s(t) = 17; b) s(t) = 207; c) s(t) = 56, jos grafikas — parabolė. 

Greičio priklausomybė nuo laiko yra tiesinė funkcija: 

a) v(t) = 2t; b) v(t) = 4t; c) v(t) = 10r, jos grafikas — tiesė. 

v (km/h) | 
45 
40 
35 
304 
251 
20 
15 


5) a) wig, = 1 km/h, vyją = 3km/h, vyją = 2 km/h; 
b) vig, = 2 km/h, vyją, = 6km/h, vyją, = 4 km/h; 
€) Vvia, = 5 km/h, vyją = 15 km/h, vyjq, = 10 km/h. 


a) Iš grafiko matome, kad greitis 25 m/s, kai f = 5s; 

b) Įstatę kurio nors grafiko taško, pvz., (5; 25) koordinates į formule v = a - t, 
rasime pagreičio reikšmę a = 5 m/s?. 

€) s(t) = 25-12; d) v(t) 2 5. t. 


Ek Crab (s) [0 
Kelias (m) | 0 
Momentinis greitis (m/s) | 0 

| Vidutinis greitis (m/s) | O 


041 tlh) 0 1 2 3 44th) 


> 


Ü = — 
1516 18 20 21 t(h) 


Pastaba 
Greitis grafike nurodytas m/s. o punk- 
te a) prašoma rasti km/h. Verčiame: 


90km/h = LI m/s = 25 m/s. 
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157. a) I3 grafiko ir lentelés matome, kad nuo 10s automobilio greitis pastovus, tai 
jis greitėdamas važiavo pirmas dešimt sekundžių. Pagreitis lygus 10 m/s?. 
b) Maksimalus greitis 100 m/s = 360 km/h. 
€) ir d) atsakymus randame lentelėje: s(1) = 5m, s(2) = 20m, 
s(10) = 500m, (13) = 800m; v(1) = 10 m/s, v(2) = 20 m/s, 
v(10) = 100m/s, v(13) = 100 m/s; 
€) Vvidutinis = Ža greitėdamas važiavo 10s ir nuvažiavo 500 m, 
Vvidutinis = 300 : 10 = 50 m/s. Per pirmąsias 15s nuvažiavo 1000 m, 
tai Vvidutinis = 1000 : 15 = 664 m/s. 


158. a) Iš grafiko randame v(1) = 80 km/h, v(2) = 70 km/h, v(5) = 45 km/h. 
b) Pagreitis parodo, kiek pasikeitė greitis per laiko vienetą. Laikas grafike 
duotas sekundėmis, tai, ieškodami pagreičio, greitį apskaičiuosime metrais per 
sekundę: 80km/h = 228 m/s, 70 km/h = 195 m/s. Taigi, 


175. 200 
v(2)—v(1) "9 9 25 
2— P 1 9 


d nys?. 
c) Kai künas juda su pagreičiu, jo nueitas kelias apskaičiuojamas pagal formulę 
s(1) = $ “2 Kadangi kelias, kurį automobilis nuvažiavo stabdydamas, yra 


teigiamas skaičius: s(t) = |53 - 107| = 1388 m. 

Atsakymai. a) 80 km/h, 70 km/h, 45 km/h; b) -3 m/s?; c) 1388 m. 
159. c) Apskaičiuosime greitėjimo ir lėtėjimo pagreičius m/s?: 

v(0) = v(14) = Onys, v(5) = v(12) = 50km/h = 132 m/s; 


v(5)-w(0) _ 25 diy 

dgreitéjimo = — 3-9 — = F = 2g MS“; 
v(14)—v(12) _ 2125 17.4 
Alėtėjimo = —7 14-12 = TS = —Ójs MA. 


Automobilio nuvažiuotą atstumą rasime pasinaudodami formule s(t) = 12. 


(ai 


Greitėdamas nuvažiavo s(5) = 22-25 = 3413 m, lėtėdamas nuvažiavo s(2) = 
9.2 18 


- gx 


s(7) = E ETE 972 m. Susumavę, gauname: 
13 8 2. 65,250, 1750 2625 | 5 
Atsakymai. a) Automobilis judėjo 14 sekundžių; 
b) 5s važiavo greitėdamas, 2s — lėtėdamas; 
c) 344 m, 138 m, 972 m; iš viso 1452 m; 


1452 5 
d) Vidutinis = 737 = 1015 m/s; 


138 m, pastoviu greičiu važiavo 7 sekundes ir nuvažiavo 


e) Ggreitėjimo = 2j m/s?; Glétéjimo = -6H m/s?. 

160. a) Kai kūnas juda su pagreičiu, jo nueitas kelias apskaičiuojamas pagal formule 
sa) = $0,120 = |$-207|. |a| = 0,6m/s?. Kadangi traukinį stabdė, tai 
pagreitis neigiamas: a = —0,6 m/s?. 

Traukinio greitis v(t) = at. Prieš 20s iki sustojimo greitis buvo 
v(—20) = —0,6- (—20) = 12 (m/s). 
Atsakymai. a) v = 12 m/s; a = —0,6 m/s?; b) 135 m. 

161. 1) Kai s(r) = 500 17, tai g = 1000 cn/s?. Laikas matuojamas sekundėmis, o 
kelias — centimetrais. 

2) 980 cm/s? = 9,8 m/s?, 1000cm/s? = 10m/s?, s(t) = 5- (7. 

3) Šulinio gylis: s(2) = 5-2? = 20(m), (3) = 45 m, s(5) = 125 m. 

4) v(t) = 10-71: v(1) = 10m/s, v(2) = 20 m/s, v(5) = 50 m/s. 

5) s(t) = 5- 1?, tai per 1-ąją sekundę nukris s(1) = 5m, 20m kūnas kris 2 
sekundes. Paskutinė kritimo sekundė yra 2-oji, per ją nukris 20 — 5 = 15m. 
10-ąją sekundę kūnas jau bus nukritęs ir jo nueitas kelias bus lygus 0. 

6) Kūno aukšti virš Zemés momentu / randame iš paradinio aukščio ho atéme 
atstumą, kurj kūnas nukrito per laiką t: a) h(t) = 10—$.Ó; b) h(t) = 20— 8.17; 
€) h(r) 225- $0: d) hr) 2 ho — Š 7. 

| v (m) 

50 a 

40+ l 

301 


204-3 
104 


4 4 


s (m) 


h(m) 


ho 


ny (+) = 552 
TES E 


JS g 


TS 0 1 2 3 4 5 t t(s) 


11.1. Kelio ir greičio ryšys 113 


11.2. Kelio išvestinė 


Šio skyrelio medžiaga paruošia mokinius daugianario Mokiniai turėtų: 
išvestinės skaičiavimo ir išvestinių taikymo suvokimui. 
Vadovėlyje nenagrinėjama funkcijos ribos sąvoka, to- 
dėl kelio išvestinė įvedama apibrėžiant ją kaip momen- 
tinį greitį. Turint laiko, pravartu plačiau paaiškinti, kaip 
suprantamas momentinis greitis. e taikyti kelio išvestinę paprastoms užduotims spręsti. 


e žinoti, kad kelio išvestinė lygi kūno greičiui momentu 
t: s'(t) = (vt)! = v, kai v — pastovus ir s'(t) = 


> 
at- 


Ž ( 2 y = at, kai kūnas juda pastoviu pagreičiu; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 162, 164—167. 

Vidutinis lygmuo: 163, 168, 169. 

162. 1) a) s'(r) =r G 2 s'(2) « s'(3) = 90; 
b) sr) = s'(1) 25/2) = s'(3) 250; e) s'(t) 25 (1) = s'(2) 25/3) = 5; 
2) s'(r) — judėjimo greitis bet kuriuo momentu r, s'(3) — judėjimo greitis 3-ąją 
sekundę. 


163. 1) Ašis s” yra judėjimo greičio v(r) ašis, vietoje klaustuko rašoma greičio 
reikšmė; 
2) a) tgo = l, æ = 45°, s'(r) = I; b) tgo = 2, æ = arctg2 = 63,43, Pastaba 
s'(1) 22; c) tga — 3, o — arctg3 = 71,57, (1) 2 3; d) ga — vi s'(t) = v. Tiesés s(t) = v. t su t ašimi suda- 
Kai t > O, išvestinės ženklas teigiamas (toks pat kaip ir judėjimo greičio). romo kampo tangentas tgo = v (Zr. 


164. a) Ašis s” yra judėjimo greičio ašis v(t) ir vietoje klaustuku rašomos greičių 153 užd.). 


reikšmės: aukščiau — vo, žemiau — vį, nes iš kelio grafiko matome, kad 
v > v]. 

b) Bet kuriuo laiko momentu antrojo kūno greitis didesnis už pirmojo v, < v», 
abu greičiai pastovūs; s, (t) = vį, 55(1) = vo, tai visoms 7 reikšmėms s/ (t) < 
< s5 (t), s1 (2 < s5(5). 


165. Vandens aukštis kinta pastoviu greičiu, tuomet A'(f) = —20 (cm/h): 
h'(1) = K'(2) = h'(30) = h'(t) = —20 (cm/h). 


166. a) 1) s'(t) = 20 - t, s'(1) = 20, s'(2) = 40, s'(10) = 200; 
2) s'(t) = v(t) yra judančio kūno momentinis greitis bet kuriuo laiko momen- 
tu ż, s'(5) yra kūno momentinis greitis 5-ąją sekundę; 3) s'(5) = 100 (m/s); 
b) 1) 5'(r) = 1007, s'(1) = 100, (2) = 200, s/(10) = 1000; 
3) s'(5) = 500 (m/s); 
€) 1) s'(t) 2 0,4. t: s'(1) = 0.4, s'(2) = 0,8, s'(10) = 4; 
3) 5'(5) = 2 (m/s). 


167. 1) Ašis s' yra judėjimo greičio ašis, ją galime vadinti greičio v(t) ašimi, vietoje 
klaustuko rašoma greičio reikšmė v; 2) s'(f) = a t; 3) s'(2) = 10, kai 
a =5m/s?; 4) 12 < s'(3) < 30, kai 4 <a < 10. 


168. a) Ašis s’ yra judėjimo greičio ašis, ją galime vadinti greičio v(t) ašimi, vietoje 
klaustukų rašomos greičių reikšmės: aukščiau — v2, žemiau — vj. Iš kelio 
grafiko matome, kad, kai t = 1 (per 1 sekundę), II kūnas nueina didesnį kelią; 
b) si) ait $5 = a2: t; €) 55(5) > 51): d) v (10) = 104, v2 = 10a2. 

169. a) s'(r) = 9,8. t: s'(1) = 9,8, s'(10) = 98; b) galima paaiškinti taip: A(t) = 
= ho — 4,9. 12. h/ (t) = v(t) — kūno laisvo kritimo greitis, v(t) = —9,8 t, tai 
h'(t) = —9,8-t; h'(1) = —9,8 (m/s), h'(2) = —19,6 (m/s), A'(10) = —98 (m/s). 
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11.3. Daugianario išvestinė 


Pasinaudodami tuo, kad funkcijos išvestinę supranta- 
me kaip funkcijos kitimo greitį, užsirašome funkcijų 
f(x) = ax ir f(x) = ax? išvestines. Iš vadovėlyje 
pateiktų pavyzdžių mokiniai turėtų savarankiškai pa- 
daryti išvadą, kad (ax")' = nax"- |, išsiaiškinti, kaip 
randama daugianario išvestinė. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Mokiniai turėtų: 

e žinoti keletą pagrindinių išvestinių, pvz., c' = O, 
(ax") = nax"-!, sumos išvestinės formulę (f(x)+ 
Eg) = f'Q) x g'G); 

e gebėti rasti laipsninės funkcijos ir daugianario išves- 
tines, apskaičiuoti jų reikšmes nurodytuose taškuose. 


Minimalus lygmuo: 170, 171a-d,g, 174a-g, 175.14, 176, 178.1,2. 


Vidutinis lygmuo: 
Aukštesnysis lygmuo: 


170. a) 3; b) —3 
i) 0, nes sin 0? = 0. 
a) 6x; b) —6x; c) 25x; 
d) 30x?; e) 15 -logs 10 - i f) x^; 

r x9: 
g) V3x?; : i) Ly 
a) —x7 Ms 2x 3. e) 9x74 $ 

2 4 

d) —x-5; e) 1x73: f) —x 73; g) 2:771 
h) 2xV3—1: i) sin339 . x734 


173, 177a, 180. 


171. 


172. 


173. 2) Bet kokio skaičiaus išvestinė lygi 0. 
174. a) f'(3) = f'(-3 = f' (055; 

b) f'G) = f (-3) = f (0) = I; 

© F'O) = f'(-3)= f =- 

d) f’) =3, f'(-3) = —3, f'(0) = 0; 


e) f'(3) =-2, f'(-3) =2, f'(0) = 0; 
f) (3) 2 642, f'(-3) = —6V2, f'(0) = 0; 


17le,f,h,i, 172, 174h,i, 175.5, 177b, 178.3, 179. 


:€) 4; d) —4; e) V2; f) logs 3; g) tg 10°; h) 1g 5; 


g) /'/(3) 2 49.36 235 721, f'(-3) = 35721, fO — 0; 


E E 5 


h) f(x) = £l0g55-x72, f'(5 = 


„ f'(-3) neturi prasmės, f'(0) neturi 


Priminkite mokiniams 
Laipsnis racionaliuoju rodikliu turi 
prasmę tik tuomet, kai laipsnio pag- 
rindas teigiamas skaičius. 


prasmės; 
-4 
i) f(x) = Dig F'O = Si f'(-3) neturi prasmės, f'(0) neturi 
prasmės. į 
175. 1) 

a) A b) į 

yz -— d 

y= 2x y=- 
Y-X 
= 
X X 


2) Kai k > O, funkcija yra didėjanti, kai k < O, funkcija — mažėjanti. 


=x =; F E= (2xY =2; f(x) 
=1; g'() = -2 g'(x) = — 


3) a) f'(x) 
b) g'(x) = 


= (3x) = 3; 


4) ir 5) teisingi teiginiai: Jei funkcija f(x) = kx arba g(x) = kx +b (čia k 
ir b — skaičiai, k # 0) yra didėjanti, tai jos išvestinė yra teigiama, o jei 


mažėjanti, tai jos išvestinė yra neigiama. 
176. a) 6x + I; b) 21x? — x? 


f) f(x) = —5x-6, 


;€)-—x 


177. 
išvestinė taip pat neegzistuoja; b) f (2) = 942. 


= 23x74; d) 2x 2-1. e) 5(/2 + 1)xV2 


a) Kai x = 0, duotoji funkcija neegzistuoja (dalyba iš O negalima), tad jos 
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178. 1) a) y'(x) = 2x, y'/(0) 2 0; b) y'(x) = —2x, y'(0) = 0. Pastaba 

Funkcijos y = f(x) 4 c grafiką ga- 
lima gauti remiantis funkcijos y — 
— f(x) grafiku. Reikia tik jj pastum- 
ti per c lygiagrečiai y ašiai aukštyn 
(kai c > 0) arba žemyn (kai c < 0). 


2) a) f'(x) 2 2x — 5, f'(2.5) = 0; b) f'(x) = —2x +3, f'(1,5) = 0; 
c) f'(x) =4x +3, f'(—0,75) = 0. 


b) yl c) 


3) Funkcijos f(x) = ax? + bx + c išvestinė f'(x) = 2ax +b. Ji lygi O, kai 
2ax +b =0, x = —Ł, todėl f'(- 4) = 0. 


179. a) y'(x) = 3x?, y'(0) = 0; b) y(x) = —32, y(0) = 0; © y'() = 6x?, 
y/(0) = 0; d) yœ) = 3x?, y/(0) = 0. Funkcijos f(x) = ax? +b (a, b — 
skaičiai, a Æ 0) išvestinė taške x = O yra lygi nuliui. 


23 5 7 32 E i 
ae bos m X X X em X bt x " 
180. sin'x = (x-353432—763432 ^) ^ (1-7 > T $32 65432 pon E 
TY A a^ x x / x x- X 
corr-(1—*-45—&xXmzo)-—C€r4432—4uxmbw43m 0-0). 
Atsakymas. I$ lygybiu matome, kad sin'x = cos x; cos/x = — sin x. 
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11.4. Geometrijos uZdaviniai 


Spresdami šio skyrelio uždavinius mokiniai pakartoja 
apskritimo liestinių savybes, į trikampį įbrėžto apskri- 
timo ir apie apskritimą apibrėžto keturkampio sąvokas 
ir savybes. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 181a,b, 182a, 183. 
Vidutinis lygmuo: 181c.d. 
Aukštesnysis lygmuo: 182b. 


181. c) AC = AB. Iš stataus AAO B randame AB: 
tg ZAOB = 45, AB = BO -tgZAOB, AC = AB =3-1860*, AC = 34/3. 
d) AAOB — status, BAO = 1ZBAC = 40°, sin40? = QB, AO = age. 
16409 = QB, AC = AB — 5 tg40*. 


Atsakymai. a) AB = AC = V21; b) AO = J10; c) AC = 34/3; 
d) AO = pp. AC = AB = 5: tg 40°. 
182. b) Papildome brėžinį — brėžiame apskritimo spindulius į lietimosi taškus. Tie 
spinduliai yra statmeni trikampio kraštinėms (liestinėms). 
P= AM+MC+CL+LB+BK4+KA, CM =CL, BK = BL, AK = AM, 
P=2(CM + BK + AK). 
Randame atkarpų CM, BK ir AK ilgius. 
Iš stataus AM OC apskaičiuojame C M: 
CM = VOC? - OM?*; CM = /40—4— 6. CM =6. 
Keturkampio OK BL visi kampai statūs, tad jis yra stačiakampis, gretimos 
kraštinės BK ir BL lygios, tad OK BL — kvadratas ir BK = BL — 2. 
AK = AM = x, iš stačiojo AABC: AC? = AB? + BC?, AC 2 x +6, 
AB =x +2, BC 2246-8. 
(x +6)? = (x +2)? +8, 8x = 32, x = 4. 
Todėl P = 2(4 + 6 + 2) = 24. 
Atsakymai. a) 9; b) 24. 


183. a) BC = 9; b) AB = 9; AD = 8. 
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Jei ankséiau funkciju savybes nagrinéjome remdamiesi 
funkcijų grafikais, tai šiame skyrelyje atskleidžiamas 


12. IŠVESTINIŲ TAIKYMAI 


12.1. Funkcijos reikšmių didėjimo ir mažėjimo požymiai 


ryšys tarp funkcijos reikšmių didėjimo (mažėjimo) ir « remdamiesi funkcijos grafiku; 
ysys tarp J J J 


funkcijos išvestinės ženklo. e nustatydami funkcijos išvestinės ženklą. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 191, 192.1, 193.1,2. 
Vidutinis lygmuo: 192.2, 193.3, 194. 
Aukštesnysis lygmuo: 195. 


191. 


192. 


193. 


1) Teiginys teisingas. Pasinaudojame 175 uždavinio išvada ir tuo, kad skaičiaus 
išvestinė lygi 0; 

2) a) f'(x) = 2, didėjanti; b) f'(x) = —7, mažėjanti; 

c) f'(x) = I, didėjanti; d) f'(x) = —1, mažėjanti; 

3) a) didėjanti; b) didėjanti; c) mažėjanti; d) mažėjanti. 

2) Funkcijos f(x) = ax? + bx + c išvestinė f'(x) = 2ax +b. Nustatome 
išvestinės ženklą: f'(x) = 2ax +b yra tiesinė funkcija ir ženklą keičia viename 
taške, kuriame 2ax + b = 0, 2a(x + 2) = 0, x = - 2. 
Kai a < Oirx < -£, tai 2a < 0 ir x + L < 0, išvestinė teigiama, funkcija 
didėjanti intervale (—oc: —) 

kai a < 0 ir x > -+Ł, tai 2a < 0 ir x + £ > 0, išvestinė neigiama, funkcija 
mažėjanti intervale (-£: +00); 

kai a > Oir x < -X. tai 2a > Oirx + i£ < 0, išvestinė neigiama, funkcija 
mažėjanti intervale (—oo; -£)i 

kai a > 0, ir x > -z. tai 2a > Oirx + E > 0, išvestinė teigiama, funkcija 
didėjanti intervale (— 47: +00). 

5) Funkcijos f(x) = ax? +bx+c išvestinė f'(x) = 2ax+b = 0, kai x = A, 
ši reikšmė sutampa su parabolės y = ax? = bx + c viršūnės abscise. 
Atsakymai. 1) ir 4) a) f'(x) = 6x + 12; kai x € (—0o; —2), tai funkcija 
mažėjanti; kai x € (—2; +00), tai funkcija didėjanti; 

b) f'(x) = —4x — l; kai x € (—oo: — 1). tai funkcija didėjanti; 

kai x € (7i: +00), tai funkcija mažėjanti; 

c) f'(x) = 2x + 2; kai x € (—00; —1), tai funkcija mažėjanti; 

kai x € (—1; +00), tai funkcija didėjanti; 

d) f'(x) = —2x; kai x € (—0o; 0), tai funkcija didėjanti; kai x € (0; +00), tai 
funkcija mažėjanti; 

3) a) (-2: 13; b) (1:15): © (71: —1); d) (0: 4). 

4) Taškų (xo: f (x9)) koordinatės sutampa su parabolės viršūnės koordinatémis 
(žr. p. 3)). 


3) a) Išvestinės f'(x) = 6x? + 8x ženklą nustatome pasinaudoję parabolės 
eskizu. Parabolé y = 6x? + 8x kerta x ašį taškuose x = O ir x = -14. 

f'(x) > O intervaluose (—oo: -1 1) ir (0; +00), tai funkcija f(x) = 2x? 1452 
šiuose intervaluose yra didėjanti; 

f'(x) < O intervale (-11: 0), tai funkcija f(x) = 2x? + 4x? šiame intervale 
mažėjanti. 

Atsakymai. 

1) a) f'(x) = 3x?, f'(x) > O, funkcija yra didėjanti, išskyrus tašką x = 0; 

b) f'(x) 2 —3x?; f'(x) < O, funkcija yra mažėjanti, išskyrus tašką x = 0; 

©) f'(x) = 6x?; f'(x) > 0, funkcija yra didėjanti, išskyrus tašką x = 0; 

d) f'(x) = —12x7; f'(x) < 0, funkcija yra mažėjanti, išskyrus tašką x = 0. 
2) Kai a > 0, f'(x) > 0, funkcija f(x) = ax? yra didėjanti, išskyrus tašką 
x = 0, kai a < 0, f'(x) € O, funkcija f(x) = ax? yra mažėjanti, išskyrus 
tašką x = 0. 


Pastaba 


Todėl mokiniai turėtų mokėti rasti funkcijos reikšmių 
didėjimo ir mažėjimo intervalus: 


Taške x = 0 funkcija nėra nei didė- 


janti, nei mažėjanti. 
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3) a) didėjanti intervaluose (—oo: —1 I) ir (0; +00), mažėjanti intervale (— 1 i 0): 
b) didėjanti intervale (0; 2), mažėjanti intervaluose (—0o; 0) ir (2; +00); 

€) didėjanti intervaluose (—oo; 2) ir (3; +-00), mažėjanti intervale (2; 3); 

d) didėjanti intervale (—2; 2), mažėjanti intervaluose (—0oo; —2) ir (2; +00). 


194. 1) a) f(x) = 1 = x, f(x) = =x? = - L, Išvestinė neigiama visoje 


funkcijos apibrėžimo srityje (—oo; 0) U (0; +00), todėl funkcija yra mažėjanti 
visoje savo apibrėžimo srityje. 
d) f(x) = -2 = —3x71 f(x) = 3x? = = Išvestinė teigiama visoje 
funkcijos apibrėžimo srityje (—00; 0) U (0; +00), todėl funkcija yra didėjanti 
visoje savo apibrėžimo srityje. 
Atsakymai. 1) a) f'(x) = 5 mažėjanti; b) f'(x) = -35 mažėjanti; 
€) f'(x) = 5, didėjanti; d) f'(x) = $, didėjanti. 
2) Kai k > O, funkcija f(x) = k yra mažėjanti visoje savo apibrėžimo srityje. 
Kai k < 0, funkcija f(x) = £ yra didėjanti visoje savo apibrėžimo srityje. 
195. a) f'(x) > O intervaluose (—00; —4) ir (0; +00), f'(x) < O intervale (—4; 0); Priminkite mokiniams 
b) f'(x) > 0 intervaluose (—7; —3) ir (0; 3,5), f'(x) < 0 intervaluose (—00; —7), Jei funkcija f(x) yra didėjanti (ma- 
(—3; 0) ir (3,5; coo); c) f'(x) > O intervaluose (2k — T = + 27k), kez, žėjanti) intervale (a; b) ir turi išves- 
f'(x) < 0 intervaluose (2zk +5; T 2n). k € Z; d) f'(x) > Ointervaluose tinę, tai jos išvestinė visame šiame 
(27k — 5;2nk), k € Z, f'(x) < O intervaluose (2zk; 1 + 27K), k € Z; intervale yra teigiama (neigiama). 
e) f'(x) > O visoje funkcijos apibrėžimo srityje (xk — 5; 5 + zk); 
f) f'(x) > O visoje funkcijos apibrėžimo srityje (0; +00); 
g) f'(x) > O visoje funkcijos apibrėžimo srityje x € R. 
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12.2. Funkcijos ekstremumo taškai 


Skyrelyje paaiškinamos ir apibrėžiamos sąvokos: „funk- Mokiniai turėtų: 
cijos maksimumo (minimumo) taškas“, „funkcijos mak- 
simumas (minimumas)“, „funkcijos ekstremumo taš- 
kas“, „funkcijos ekstremumas““. 

Išsprendžiamas pavyzdys, parodantis, kaip pasinaudoti 
funkcijos išvestine tiriant funkciją ir braižant jos grafi- + pasinaudoti funkcijos išvestine paprastų funkcijų 
ko eskizą. tyrimui ir grafiko eskizui nubrėžti. 


e mokėti nustatyti funkcijos ekstremumo taškus; 


e apskaičiuoti funkcijos ekstremumus; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 
Minimalus lygmuo: 196, 198, 199. 
Vidutinis lygmuo: 197. 
196. a) 1) xo = — 1; 2) yo = —2; 3) funkcija f(x) = x? 42x —1 didėjanti intervale 
(—1; +00), mažėjanti intervale (—00; — 1), kerta x ašį taškuose (-1 =A; 0) ir 
(-1 dx 0), teigiama, kai x € (—oo; —1 J2)u( 12-2; +00), neigiama, 


kai x € (-1— V2; —1-- 42); b) D) xo = —3; 2) yo = —1; 3) funkcija g(x) = 
= —x? — 6x — 10 didėjanti intervale (—00; —3), mažėjanti intervale (—3; +00); 
funkcijos grafikas x ašies nekerta; visos funkcijos reikšmės yra neigiamos. 


197. a) f(x) = sinx ekstremumo taškai yra xy = 5 + xk, k € Z; f(x) = tgx 
ekstremumo taškų neturi; 
b) g(x) = cos x minimumo taškai yra x; = zt 4-2zk, k € Z, maksimumo taškai 
yra Xm = 2z m, m € Z, ekstremumo taškai yra x, = zk, n € Z; f(xy) = —1 
— funkcijos minimumas, f(xj,,) = 1 — funkcijos maksimumas; 
c) Pavyzdžiui, funkcijos f(x) = 2x 4-13; f(x) 2 a^: f(x) = E: fœ) = ix 
neturi ekstremumo taškų. 


198. a) 1) f'(x) = 3x? + 2x, f'(x) 2 x(3x +2); 


2) x(3x +2) = 0, xı = O arba x2 = —Ž. Taškai xı ir x2 gali būti funkcijos 

ekstremumo taškais. 

3) Nustatysime išvestinės f” = x(3x + 2) ženklą į kairę ir į dešinę nuo šių max min 
taškų. Kai x < -Ž, f'(x) > 0, kai -Ž <x < 0, f(x) < O, kai x > 0, f 6) + - + 
f(x) > 0. x 
Pereinant per tašką x = -Ž, funkcijos išvestinės ženklas keičiasi iš + į —, taigi fe) AC N uu 
taškas x = —Ž yra funkcijos maksimumo taškas: f(—3) = 55 — funkcijos 

maksimumas. 

Pereinant per tašką x = 0, funkcijos išvestinės ženklas keičiasi iš — į +, tai 

taškas x = O yra funkcijos minimumo taškas; f(0) = 0 — funkcijos minimu- 

mas. 


Kai x € (—00: —4) ir x € (0: +00) — funkcija didėjanti, kai x € (—4; 0) — 
funkcija mažėjanti. 

©) D f(x) = 3x? +3 = 3x? + 1); 

2) f'(x) 2 0, x24H120— lygtis sprendinių neturi, ekstremumo taškų nėra, 
f'(x) > O visoms x reikšmėms, taigi funkcija yra didėjanti visoje apibrėžimo 


srityje. 

Atsakymai. b) Funkcija didėjanti intervaluose (—o0: —1) ir (1; +00), mažėjanti 
intervale (—1: 1), x = —1 — maksimumo taškas, f(—1) = 2 — funkcijos 
maksimumas, x = 1 — minimumo taškas; f(1) = —2 — funkcijos minimumas; 


d) funkcija didėjanti intervaluose (—00;0) ir (4; +00), mažėjanti intervale 
(0; 4), x = 0 — maksimumo taškas, f(0) = 0 — funkcijos maksimumas, 
x = 4 — minimumo taškas; f(4) = —32 — funkcijos minimumas. 
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199. a) 1) ekstremumo taškai: x = —5, x = —2, x = 0, minimumo taškai x = —5 
ir x = 0, maksimumo taškas x = —2, f(—5) = —2 ir f(0) = —6 — funkcijos 
minimumai, f(—2) = 2 — funkcijos maksimumas; 

2) funkcija didėjanti, f'(x) > O intervaluose (—5; —2) ir (0; +00); funkcija 
mažėjanti, f'(x) < O intervaluose (—o00; —5) ir (—2; 0); f(x) > O, kai 

x € (1%; -7)U(-3; —1) U (4; +00), f(x) < O, kai x € (-7; -3)U(—1; 4); 
b) 1) ekstremumo taškai: x = —2, x = I, x = 3, minimumo taškas x = 1, 
maksimumo taškai x = —2 ir x = 3, f(1) = —1 — funkcijos minimumas, 
f(-2) = 2 ir f(3) 2 3 — funkcijos maksimumai; 

2) funkcija didėjanti intervaluose (—o0o; —2) ir (1; 3); funkcija mažėjanti inter- 
valuose (—2; 1) ir (3; +00), f(x) > 0, kai x € (4; 0) U (2; 4), f(x) < O, kai 
x € (—00; —4) U (0; 2) U (4; +00); 

3) g' —0,kaix = —2, x = l, x —3. 


E 
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12.3. Funkcijos didžiausia ir mažiausia reikšmė uždarame intervale 


Skyrelio uždavinių sprendimą galima pradėti nuo funk- 
cijos didžiausios ir mažiausios reikšmės radimo užda- 
rame intervale bendros schemos, pateiktos 207 uždavi- 
nyje. 

Galima uždavinius spręsti ir remiantis tuo, kad kvad- 
ratinė funkcija turi tik vieną ekstremumo tašką: mi- 
nimumo ar maksimumo, o kitos reikšmės atitinkamai 
didesnės arba mažesnės už reikšmes ekstremumo taš- 
ke. Nustatyti kvadratinės funkcijos ekstremumo pobü- 
dį, t. y. ar tai minimumo ar maksimumo taškas, galima 
nagrinėjant išvestinės ženklo kitimą pereinant per eks- 
tremumo tašką. 


Mokiniai turėtų: 


suprasti, kad uždarame intervale tolydi funkcija 
didžiausią arba mažiausią reikšmę įgyja nebūtinai 
ekstremumo taškuose; 


mokėti pasinaudoti bendra didžiausios arba mažiau- 
sios funkcijos reikšmės uždarame intervale radimo 
schema; 


spręsdami praktinio turinio užduotis paprastais at- 


vejais užrašyti funkcinę priklausomybę ir rasti funk- 
cijos didžiausią ar mažiausią reikšmę. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 200, 201, 207, 208. 
Vidutinis lygmuo: 204, 205. 
Aukštesnysis lygmuo: 202, 203, 206. 


200. 


201. 


202. 


203. 


a), b), c) dėmenys 10 ir 10. Jei skaičius 200 — dėmenys 100 ir 100, jei 
skaičius 1000 — dėmenys 500 ir 500, jei skaičius 51 — dėmenys 25,5 ir 25,5, 
jei skaičius a — dėmenys $ ir 5. 

€) Jei aptvaro dvi priešingos kraštinės lygios x m, tai trečioji kraštinė lygi 
(a — 2x) m. Plotas Q(x) = x(a — 2x), Q(x) = ax — 2x?, x € [0: <]. 
Pasinaudojame bendra schema: 

1) Ieškome funkcijos ekstremumo taškų: Q'(x) = a — 4x = 0, x = 2 
2) Apskaičiuojame funkcijos reikšmes intervalo galuose Q(0) = Q(5) = O ir 
taške x = $, Q($) = s. 

3) Išrenkame didžiausią funkcijos reikšmę: O) = T 

Atsakymai. a) 1250 n?; b) 312,5 m?; c) g kv. v. 

Atstumą nuo pusskritulio centro iki stačiakampio viršūnės, esančios skersmeny- 
je pažymėkime x. Tada viena stačiakampio kraštinė lygi 2x, o kita — vr? — x?, 
stačiakampio plotas S(x) = 2x-4/72 — x?. Ieškant x, su kuria S(x) didžiausias, 
reikia rasti S(x) išvestinę. Bet S(x) funkcija yra sudėtinė, be to, sudaryta iš 
sandaugos. Tokios išvestinės mokiniai nemokės rasti — tai neįeina į programą... 
Todėl šio uždavinio sąlygą vertėtų pataisyti: 

Iš visų stačiakampių raskite tą, kurio plotas yra didžiausias, 0 skersmenyje 
esančios kraštinės ilgis yra lygus sveikajam centimetrų skaičiui. 

Tada sudarę stačiakampio ploto funkciją: 

a) S(x) = 2x - V100 — x? ieškome, su kuria x = 1,2,..., 9 reikšme plotas 
yra didžiausias; 

b) S(x) = 2x - V25 — x? ieškome, su kuria x = 1,2, 3, 4 reikšme plotas yra 
didžiausias; 

Tas x reikšmes randame bandymų ir klaidų metodu (vienu atveju užtenka pa- 
tikrinti 9 reikšmes, kitu — vos 4). 

€) punktą paliekame olimpiadininkams. 

Žemiau pateikiami atsakymai į vadovėlyje suformuluotus klausimus, bet jie 
rasti naudojant sudėtines išvestines. 


Atsakymai. a) 5/2cm; b) 2,54/2 cm; c) 32. 


Šis uždavinys irgi nelabai tinka bendrajam kursui, tačiaus su gabiausiais mo- 
kiniais galima panagrinėti tokį sprendimo būdą. Jį galima buvo naudoti ir 202 
uždaviniui spręsti. 
€) Jei pusė viršutinio pagrindo lygi x, tai aukstiné h = Va? — x2; trapecijos 
. 2 2 

plotas S(x) = (a + x)va* — x^. 
Funkcijos reikšmės (trapecijos plotas) yra neneigiami skaičiai, todėl, kai funk- 
cijos kvadrato reikšmė bus didžiausia x € [0; a], tai ir funkcijos reikšmė yra 
didžiausia. 

a scc A ese Aud 2 NS „4 „2 3. 4. 
Qux) = S-(x) = (a +x) (a7 — x^). Q(x) = —x" —2ax^ + 2a?°x t a^; 


f VN 
ed 
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204. 


205. 


206. 


Q'(x) = —4x? — 6ax? 4-243, 

—4(x? + 1,5ax? — 0,5a?) = 0. 

SprendZiame lygti 

x3 —0,5ax? + 2ax? — à?x  a?x — 0,5a3 = 0, 
x?(x—0,5a)+2ax(x—0,5a)+a°(x—0,5a) = 0, (x—0,5a)(x?+2ax +a?) = 0, 
(x — 0,5a)(x +a)? = 0, 

x = 0,5a ir x = —a (netinka pagal prasmę). 

Q(0) =at; Q(a) = 0; Q(0,5a) = 1.6875a*. 

Didžiausias plotas, kai viršutinis trapecijos pagrindas lygus a. 
Atsakymai. a) Pagrindai 10cm ir 20cm; b) 5cm ir 10cm; 

c) pagrindai lygūs a ir 2a. 


Stačiakampio perimetras lygus tvorelės ilgiui 12 m, tai dviejų gretimų stačia- Pastaba 

kampio kraštinių suma 6m. Jei viena stačiakampio kraštinė x m, tai antroji turi Punkto a) klausimas turėtų skambė- 
būti (6 — x) m. : ti taip: „Kokio ilgio gali būti sta- 
Stačiakampio plotas S(x) = x(6 — x), S(x) = 6x — x“. čiakampio kraštinės?“ 

Plotas ne mažesnis už 8 m, t. y.6x— x28. n 

Nelygybe spresime pasinaudodami parabolės y = —x? + 6x — 8 grafiku. Para- Ej ud 
bolės šakos eina žemyn, o grafikas kerta x ašį, kai —x7 + 6x — 8 = 0, 2 4 x 
x| —2, x2— 4. 

a) Nelygybé 6x — x? > 8 teisinga (sklypo plotas nemažesnis už 8), kai sta- 

čiakampio viena kraštinė nemažesnė už 1,3 m ir nedidesné už 4,7 m, t. y. kai 

]3&xs«347. 

b) Plotas bus didžiausias funkcijos S(x) = 6x —x? maksimumo taške (parabolės 

y=6x— x? viršūnės taške), x9 = E = 3, 

Atsakymas. Sklypo kraštinės turi būti lygios 3 m. 

a) Pelno pokytis didesnis negu 800 Lt, kai —0,1x? + 24x > 800. 

Parabolės y = —0,1x? + 24x — 800 šakos eina žemyn, ji kerta x ašį, kai z + PS 
xı = 40, x» = 200. 40 200 x 
—0, 1x? +24x — 800 > 0, kai 40 < x < 200. Tra&u reikia nuo 40 kg iki 200 kg. 

b) Pelno pokytis bus didžiausias funkcijos f(x) = —0. 1x? + 24x ekstremumo 

taške (parabolės y = —0, 1x? + 24x viršūnės taške x = 120). 

Kitaip: f'(x) = —0.2x +24, f'(x) = 0, kai —0,2x + 24 = 0, x = 120. 

c) Kai x > 120, funkcijos f(x) = —0.1x7 + 24x išvestinė f'(x) = —0,2x + 

+24 < 0, tuomet funkcijos reikšmės (pelnas) mažėja. 

Išvada. Didinant trąšų kiekį virš 120 kg hektarui, pelno prieaugis mažės. 

Atsakymai. a) Nuo 40kg iki 200 kg; b) 120kg trąšų vienam hektarui; c) ne. 

NusibraiZome parabole y = -i8 + 2x. Ji kerta x ašį, kai y = 0 (pylimo 

aukštis lygus nuliui) -4x? +2x = 0, x? — 6x 20, xı = 0, x2 = 6. 

Parabolés viršūnės koordinatės xo = --Ž. = 3, yọ = 3, šakos eina žemyn. 

a) Pylimo plotis prie pagrindo — tai atstumas tarp taškų x; ir xo. Atstumas tarp 

x ašies taškų apskaičiuojamas pagal formulę d = |x? — xį|, iš čia d = |6 — 0|, — 


d — 6m. 

Kadangi parabolės šakos nukreiptos žemyn, didžiausia y reikšmė yra parabolės 
viršūnės taške ir ji lygi yo = 3 (m). 

b) Kai aukštis y = 1, —4x? + 2x = l; 

x? — 6x +3 =0, D=36-12 =4-6, 

xia = E = 3 4 VB. 

Pylimo plotis d = |x> — xi], d = |3 + V6 — (3 — V/6)| = 2/6 = 4,9 (m). 

c) Kai aukštis y = 2, 1x? + 2x = 2; 

x? — 6x +6 =0, x, 23— V3, x2 = 3 + 3. 

Pylimo plotis d = |3 + /3 — (3 + /3)| = 2/3 & 3,5 (m). 

Kai aukštis y = 3, pylimo plotis d = 0. Didesniame nei 2m aukštyje pylimo 
plotis 0 < d < 24/3. 

Atsakymai. b) 4,9m; c) O < d < 3,5. 
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207. c) f(x) 2 à - 3x, x € [1:2]. Pastaba 


1) Randame taškus, kuriuose funkcijos išvestinė f'(x) = 0. Šiame uždavinyje pavartota sąvoka 
f(x) = 3x? — 3, x? — 1 = 0, x = —l, x = I. Taškas x = —1 nepriklauso „tolydi funkcija“. Mokytojai galė- 
duotajam intervalui. tų mokiniams paaiškinti tą sąvoką, 
2) Apskaičiuojame funkcijos reikšmes taške x = 1 ir intervalo galo taškuose. pavyzdžiui, taip: 

f =-2, f(2) = 2. Funkcija, kurios grafiką galima nu- 
3) Iš gautų reikšmių intervale Li; 2] didžiausia yra f(x) — 2, kai x — 2, braižyti neatitraukus pieštuko nuo 
mažiausia — f(x) = —2, kai x = I. lapo, vadinama tolydžia. 


e) f(x) = 5x, x € [0; 2]. 

1) f'(x) = 5 z 0, funkcija ekstremumo taškų neturi, yra didėjanti. 

2) Apskaičiuojame funkcijos reikšmes intervalo galuose f(0) = 0, f(2) = 10. 
3) Iš gautų reikšmių intervale [0, 2] didžiausia yra f(x) = 10, kai x = 2; 
mažiausia — f(x) = O, kai x = 0. 


Atsakymai. a) max 5.3] f(x) = 9, kai x = 3, minp-2:3] f(x) = 0, kai x = 0; Pastaba 


b) max(-3:2) f (x) = I, kai x = 0, mint 3:2 f(x) = —8, kai x = —3; Maksimumus ir minimumus inter- 
c) max1.?] f(x) = 2, kai x = 2, minjjo] f(x) = —2, kai x = I; vale [a; b] galima žymėti taip: 
d) max(o;»j f (x) = 6,25, kai x = 0,5, minpo;?] f(x) = 4, kai x = 2; max[a:p| f (x) ir minga:p) f (x). 


e) maxjo:2) f(x) = 10, kai x = 2, minpo;2) f(x) = 0, kai x = 0; 
f) max 5:1) f(x) = 19, kai x = —5, minj s; ij f(x) = 7, kai x = —1. 


a) 


| 

| 
E] 
-2-101 23 X 


208. a) maxj1;2) f(x) = 0, kai x = O ir x = 2, minj-1;23; f(x) = —3, kai x = —1; 
b) maxp- 1:2 f(x) = 14, kai x = 2, mini 1:5) f(x) = —4, kai x = —1. 
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12.4. Geometrijos uždaviniai 


Spręsdami šio skyrelio uždavinius mokiniai turėtų pri- 
siminti rombo, lygiašonio ir lygiakraščio trikampių sa- 
vybes, sinusų, kosinusų teoremas. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 209—211. 

Vidutinis lygmuo: 212. 

209. a) 10 (cm); b) S = 76cm?; c) 7,6cm; d) 73,749, 106,269; 
e) įbrėžto apskritimo spindulys lygus pusei rombo aukštinės r = 3,8 cm. 

210. Galima spręsti taip: AAB D — lygiašonis, nes jo aukštinė BE yra ir pusiau- 
kraštinė, tai BD = AB ir AB = AD (rombo kraštinės lygios), tai AABD 
lygiakraštis ir visi jo kampai po 60°: ZA = 60°, /B = 120°. 


Atsakymas. ZA = 60°; ZB = 120°. 


211. a) 10cm; b) 104/3 cm; c) 504/3 cm?. Pastaba 
Galima pasinaudoti 210 uždavinio 
sprendimu. 


212. a) 1), 2) Pavaizduotas keturkampis yra rombas, nes visos jo kraštinės lygios. 
Rombo įstrižainės dalija kampus pusiau, tai 
ZADC =2/ADB, ZADC = ABC = 50°, 
ZDAB = 180? — 50° = 130°, LBCD = ZDAB = 130“. 
BD galime apskaičiuoti iš lygiašonio trikampio B AD pagal kosinusų teorema: 
BD? = 25? 25? — 2. 25.25. cos 130°. 
Kitaip: nubrėžiam antrąją rombo įstrižainę AC, kuri yra statmena B D ir dalija 
ją pusiau. 
Iš stataus AADO: 
cos LADO = DO. DO = 25 . cos25°, BD = 2- DO, BD = 50:cos25?, 
BD ~x 45,32cm. 
3) I$ stataus AADO: 
sinZADO — 49, AO = 25.sin25?, AC = 2- AO, AC = 50 -sin 25“, 
AC =21,13cm. 
4) P = 100cm; $ 225.25. sin 50°, S ~ 478,8cm?. 
b) 1), 2) Iš brėžinio matome, kad keturkampio kraštinės nelygios, todėl jis nėra 
rombas. 
AABC = AADC, nes AB = AD, AC — bendra, ZBAC = CAD. 
Iš AABC randame BC pagal kosinusų teoremą: 
BC? = 25? 30? — 2.25.30. cos 35°, 
BC = 1525 — 1500cos 35°; BC = 17,21 cm. 
Kampus apskaičiuojame pasinaudodami sinusų teorema: 
AC BC 
snZABC — sinZBAC' 


sin ZABC = VÄNS x 1, /ABC = 905, tai 

ZBCA 290? — 35° = 55°, "ACD = 55°, ZB = Z D = 90°. 

3) BD = 2BO, sin35 = £2, BO = 25 -sin35*, BD = 50 - sin35*, 
BD = 28,68 cm. 

4) P = 84,42cm. S = 2SABC, S = 2- 1 -25 - 30 - sin35?, S = 750 - sin 35°, 
S = 430,2 cm?. 
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13. TIKIMYBES 


13.1. Atsitiktiniai įvykiai 


Mokiniai turėtų mokėti rasti: kia skirti supratimui — jokios formulės čia nėra reika- 
lingos. Vadovėlyje skyrelio pabaigoje pateiktoje len- 
telėje parodyti įvairūs būdai, kaip užrašyti bandymo 
+ įvykiui palankių bandymo baigčių skaičių. baigtis (elementariuosius įvykius) ir su bandymu susi- 
Nagrinėjami bandymai, kurių baigčių skaičius yra nedi-  jusių atsitiktinių įvykių baigtis. 

delis. Rekomenduojama, kad mokiniai bandymo baig- Verta atkreipti mokinių dėmesį į vadovėlio 130 psl. pa- 
tis ir įvykiui palankias baigtis surašytų, pavaizduotų  teikta paaiškinimą apie tai, kuo ypatingi yra bandymai, 
piešiniu, lentele, schema ar pan. Daugiau dėmesio rei- kuriuos nagrinėja tikimybių teorija. 


e bandymo baigčių skaičių; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 220a,b,d, 224, 227, 228. 
Vidutinis lygmuo: 220c, 225a,b, 226a. 
Aukštesnysis lygmuo: 221-223, 226b. 


220. a) E = [1,2,3,4, }. Pastaba 

b) E = (sho: hss>; ssho; s5h5). Galima rašyti ir taip: (ss, sh, hs, hh}, tačiau Tokiuose uždaviniuose paprastai lai- 

ne visiems mokiniams būna aišku, kodėl sh ir hs yra skirtingos baigtys. Kai kome, kad rodyklė ant ribos, ski- 

rašome /155? ir s5h>, mokiniams turėtų būti aiškiau. riančios sektorius, nesustoja. 

c) Galima monetas sunumeruoti 1, 2, 3 arba laikyti, kad monetos yra skirtingos, 

pvz., 1, 2 ir 5 centų vertės. Galimi elementariųjų įvykių aibės užrašymo būdai: 

E = {hhh,hhs,hsh, shh, ssh, shs, hss,sss} arba E = (hihohs, hjhoss, 

hisohs, sįhohs, sqsohis, hį5255, s,hos5, 515255] ir pan. 

d) Šiuo atveju patogesnis būdas — lentelė. Priminkite mokiniams 
Sąlygoje pasakyta, kad kauliukai skir- 
tingų spalvų, todėl, pavyzdžiui, įvy- 
kiai (1, 2) ir (2, 1) yra skirtingi, nes 
pirmuoju atveju 1 atvirto ant vienos 
spalvos kauliuko, o antruoju — ant 
kitos. 


221. Čia taip pat patogu sudaryti lentelę. Pastaba 

Mokiniams gali kilti klausimas, ar, 
pvz., įvykiai (1, 2) ir (2, 1) nėra tie 
patys, juk suma abiem atvejais lygi 
3. Reiktų paaiškinti, kad čia svarbi 
ne tik pati suma, o ir tai, ant kokios 


9 | 10 spalvos kauliuko kuris skaičius atsi- 
10 | 11 vertė. Taip daroma todėl, kad įvy- 
10 | 11 | 12 | kiai sudarantys elementariųjų įvy- 


Atsakymai. a) |vykiui A palankūs tie elementarieji įvykiai, kai suma lygi kių aibę būtų vienodai tikėtini, nes 


3, 6, 9 12, t.y. A = {(, 2), @, 1), (1, 5), (2, 4), B, 3), (4, 2), (5, 1), (3,6), EE tokiu atveju galima taikyti kla- 
(4, 5), (5, 4), (6, 3), (6, 6); sikinį tikimybės apibrėžimą, kuris 


pateikiamas 13.2 skyrelyje. Kitoks 
(6,5), (6, 6)); apibrėžimas vidurinės mokyklos kur- 


b) Įvykiui B palankūs įvykiai, kai suma 9, 10, 11, 12, t. y. 
L se nenagrinėjamas. Tiesa, 245 už- 


B = {(3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3), (4, 6), (5,5), (6,4), (5,6 

c) Įvykiui C palankūs įvykiai, kai suma 2, 3, 4, 5, t. y. T ; MAC NRCUP 

€ — (0, D, (1,2), (2, D, (1,3), (2,2), 3, D, (1,4), (2,3), 0,2), (4, D). davinyje pateiktas statistinis tikimy- 
bės apibrėžimas, bet jis neprivalo- 
mas. 


Priminkite mokiniams 
natūraliojo skaičiaus kartotinio sa- 
voką. 
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222. 


223. 


224. 


225. 


226. 


Elementariųjų įvykių aibę pateiksime lentele. 


Įvykiui A palankūs yra įvykiai, kai sandauga lygi 2, 3, 5: 

A = {(1, 2), (2, I), (1,3), G, I), (1,5), (5, D} 

Ivykiui B palankūs elementarieji įvykiai, kai sandauga lygi 1, 4, 9, 16, 25, 36: 
B = ((1. 1), (2, 2), (1,4), (4, 1). 3. 3). (4, 4), (5, 5), (6, 6)). 


Elementariųjų įvykių aibę patogiausia pateikti lentele. 


Kai pirmasis atverstas skaitmuo 1, galima gauti skaičius 12 ir 13; 
kai pirmasis atverstas skaitmuo 2, galima gauti skaičius 21 ir 23; 
kai pirmasis atverstas skaitmuo 3, galima gauti skaičius 31 ir 32. 
Atsakymas. Galima gauti 6 skaičius: 12, 13, 21, 23, 31, 32. 


Uždavinys sprendžiamas samprotaujant analogiškai kaip ir 224. Galima suda- 
ryti lenteles. 


a) | I skaitmuo | II skaitmuo | Skaičius 
l 12; 13; 14 
1; 4 21; 23; 24 
1; 2; 4 31; 32; 34 
1; 2; 3 41; 42; 43 


LN 


= 


I skaitmuo | II skaitmuo | III skaitmuo | Skaičius 
l 3; 4 123; 124 

E 132; 134 

142; 143 
4 213; 214 
;:4 231; 234 
3 241; 243 
312; 314 
321; 324 
341; 342 
412; 413 
421; 423 
431; 432 


b 


<~ 


w A 


— EF UN 


LD EE 


IN -—| n —| B 
E uem eT 


NU 


Atsakymai. a) 12 skaičių; b) 24 skaičiai. 

Sprendžiant šį uždavinį svarbu atkreipti dėmesį į tai, kad O negali būti pirmuoju 
skaitmeniu. Taip pat, kad šį uždavinį prašoma išspręsti dviem atvejais — kai 
skaitmenys skaičiuje kartojasi ir kai nesikartoja. 

a) I atvejis. Skaitmenys skaičiuje kartojasi. 


Skaičius 
10; 11; 12 
20; 21; 22 


I skaitmuo | II skaitmuo 


II atvejis. Skaitmenys skaičiuje nesikartoja. 


I skaitmuo | II skaitmuo | Skaičius 
1 | 102. [ 112 
2 GI |2021 


L | 


Priminkite mokiniams 

pirminio skaičiaus sąvoką. atkreip- 
kite dėmesį. kad 1 nelaikomas ne: 
pirminiu. nei sudėtiniu skaičiumi 


Priminkite mokiniams 
skaitmens ir skaičiaus sąvokas, ko- 
kie skaičiai vadinami dviženkliais, 
triženkliais. 
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b) / atvejis. Skaitmenys skaičiuje kartojasi. 


| I skaitmuo | II skaitmuo | III skaitmuo Skaicius 
| 0 0:1:2 100; 101; 102 
| 1 0; 12 110; 111; 112 
2 0; 1; 2 120; 121; 122 
2 0 0; 1; 2 200; 201; 202 
1 0; 1; 2 210; 211; 212 
2 0; 1; 2 220; 221; 222 


II atvejis. Skaitmenys skaičiuje nesikartoja. 


I skaitmuo | II skaitmuo | III skaitmuo | Skaičius 
| 0; 2 2; 0 102; 12 
| 1; 0 


| 2 | 01 201; 210 


Atsakymai. a) 6 skaičiai, 4 skaičiai; b) 18 skaičių; 4 skaičiai. 


227. Pasižymėkime: p — pataikė, 1 — nepataikė. 
a) ((pp). (pn). (np), (nn)}; 


b) ((ppp). (ppn), (pnp), (pnn), (npp), (npn), (nnp), (nnn)). 


228. Atsakymus patogu pateikti lentele. 


13.1. Atsitiktiniai ivykiai 
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13.2. Ivykio tikimybé 


Mokiniams primenamas iš pagrindinės mokyklos kurso galimos. 


žinomas klasikinis įvykio tikimybės apibrėžimas, ku- Jei uždavinio sąlygoje atsitiktinis įvykis nepažymėtas 
rj jie turi žinoti ir mokėti naudoti. Reiktų labiau ak- didžiąja raide, reiktų, kad mokiniai tą padarytų spren- 
centuoti, kad šį apibrėžimą galima taikyti tik tada, kai dimo pradžioje, kaip nurodyta vadovėlio 137 p. išspręs- 


bandymo baigtys (elementarieji įvykiai) yra vienodai tuose uždaviniuose. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 229-232, 234, 240—243. 
Vidutinis lygmuo: 233, 237—239, 244. 
Aukstesnysis lygmuo: 235, 236, 245. 


229. a) I) Įvykis A — atsitiktinai paskirtas į maršrutą autobusas bus naujo modelio. 
2) Parke iš viso yra 280 autobusų, tai visų galimų bandymo baigčių skaičius 
n = 280. 
3) Kadangi yra 40 naujo modelio autobusų, tai įvykiui A palankių baigčių 
skaičius m = 40. 
4) Tikimybė, kad atsitiktinai į maršrutą paskirtas autobusas bus naujo modelio, 
lygi: P(A) = 4 = A = L. 
b) 1) B — anakina paskirtas į maršrutą autobusas bus seno modelio. 
2) n = 280. 
3) m = 280 — 40 = 240. 
4) P(B) = 30 =F 
Atsakymai. a) 1; b) $ 

230. a) Pasižymime įvykį A — Laura atsitiktinai paėmė pyragaitį su aguonomis, 
n=6+8+4=18, m=6,P(A)= = Į. 


b) B — jue atsitiktinai paėmė pyragaitį su razinomis, n = 18, m = 8. 

PB) = jg = 5. 

c) C — Laura atsitiktinai paėmė pyragaitį su saulėgrąžomis, n = 18, m = 4, 
— 4. 2 

P(C)= ig = $- 


d) D — Laura atsitiktinai paėmė pyragaitį su aguonomis arba su razinomis, 
n= 18, m =6+8= 14, PD) = 4 = į. 

e) E — Laura atsitiktinai paėmė pyragaitį su razinomis arba su saulėgrąžomis, 
n = 18, m =8+4=12, P(E) = i$ = 3. 

Atsakymai. a) 4: b) 8; c) $; d) $; e) ž. 


231. a) Pasižymime įvykį A — iš pirmos dėžės abs baltas rutulys, 
n = 18+ 15 +13 =46, m = 18, P(A) = 1š = 54. 
B — iš pirmos dėžės ištrauktas raudonas arba juodas rutulys, n = 46, 
m = 15 + 13 = 28, P(B) = $ = Iš. 
C — iš pirmos dėžės ištrauktas ne raudonas rutulys (t. y. batas arba juodas), 
n = 46, m = 46 — 15 = 31 (arba 18 + 13 = 31), P(C) = à. 
D — iš n dėžės ištrauktas baltas rutulys, n = 12 4- 16 = 28, m = 12, 
P(D)= = 3. 
E — iš antros dėžės ištrauktas jūodas rutulys, n = 28, m = O, kadangi antroje 
dėžėje juodų rutulių nėra, P(E) = E =0. 
b) Tikimybė iš pirmos dėžės ištraukti baltą rutulį P(A) = 2. o iš antros 
P(D) = 4 Palyginkime šių įvykių ug iw 
P(A)= 5 23 = 41 = Zn BD) = 2 7 == T^ 
Kadangi 69 > 63, tai 3 - A> t.y. P(D) > P(A). Todėl geriau rinktis antrąją 
dėžę, nes tikimybė ištraukti baltą rutulį iš antros dėžės yra didesnė. Žinoma, 
tai negarantuoja žaidimo laimėjimo. 
Atsakymai. a) P(A) = A> P(B) = A. P(C) = à. P(D) = 3, P(E) = 0; 
b) antrąją. 


232. E = {ss, hs, sh, hh}, P(A) = 1 (palankus jvykis ss), P(B) — l (palankus 
įvykis Ah), P(C) = 3 (palankūs oyki ss, hs, sh). 


Pastaba 

Patartina, kad mokiniai sprendimus 
rašytų panašiai, kaip parodėme a) 
dalyje, t.y. rašytų ir paaiškinimus 
bei samprotavimus. Toliau kai kur 
tai praleisime. 


Pastaba 
Čia įvykiai pažymėti raidėmis, bet 
patarkite mokiniams juos perrašyti. 
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233. Elementriųjų įvykių yra 8. 


Bandymo baigtys | hioh2ohso | hioh2osso | 110520550 | hios2ohso 


5190/20550 | 510520/s0 | 510520550 
Atvirtusių centų suma | 0 | 50 | 70 | 20 


60 | 30 | 80 


5190/12950 
10 


Atsakymai. P(A) = Š (palankūs įvykiai. kai suma lygi 50, 70, 60, 80, 30), 


P(B) = i = 14 (palankūs įvykiai, kai suma lygi 30 ir 60), 
P(C) = N (palankūs įvykiai, kai suma lygi 0, 50, 20, 10, 30), 
P(D) = M 3 1 (palanküs jvykiai, kai suma lygi 50, 70, 60, 80). 


234. Galima surašyti visų elementariųjų įvykių aibę, tuomet bus lengviau nustatyti 
palankius nagrinėjamam įvykiui elementariuosius įvykius: 
= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25). 


Atsakymai. 

a) P(A) = Aon nes pirminiai skaičiai yra devyni: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23; 

b)P(B)— £ 5 à. sudėtinių skaičių yra: 25 — 9(pirminiai) — I (vienetas) = 15; 

c) P(C) = * nes vienaženklių skaičių yra devyni: 1, 2, ..., 9; 

d) P(D) = 3$. nes dviženklių skaičių yra 25 — 9 = 16; 

e) P(E) — L= = 0, nes nuo I iki 25 nėra triženklių pali) 

f) P(F) = m nes dalių iš dviejų yra 12 skaičių zi = 12,5); Priminkite mokiniams 

g) P(G) = Aon nes dalūs iš 3 yra 8 skaičiai (25 : ien . kaip nustatyti, kiek aibėje 1, 2, ..., 
h) P(H) = 55 = Ž. nes dalüs iš 5 yra 5 skaičiai iš :5=5) N yra skaičių dalių iš n, o taip pat 


NT | dalumo iš 2, 3, 5 požymius. 
235. Elementariuosius įvykius surašome į lentelę. 


Atsakymai. a) A — atvirtusių akučių suma lygi 7: Šu & = 


b) B — atvirtusių akučių suma mažesnė už 7: P(B) = D = Ž: 

€) C — atvirtusių akučių suma didesnė už 7: P(C) = B= 5: 

d) C — atvirtusių akučių suma yra lyginis skaičius: P(D) = B = L: 

e) E- abies akučių suma yra pirminis skaičius (skaičiai 2, 3, 5, 7, 11): 

P(E) = 2 = bi 

f) E — atvirtusių akučių suma yra natūraliojo skaičiaus kvadratas (4,9): 

P(F) = x. 

236. Elementariųjų įvykių aibę surašome lentele. Priminkite mokiniams 

lyginio ir nelyginio skaičiaus sąvo- 
kas. 


a) A — skaičių suma yra nelyginis skaičius: P(A) = $ E (skaičiai 3, 5, 7, 9); 
b) B — skaičių suma yra ne didesnė už 6: P(B) = M 1 (suma 3, 4, 5, 6). 
c) C — skaičių sandauga yra lyginis skaičius: P(C) = i = L (skaičiai 2, 6, 
10, 14); 

d) D — skaičių sandauga yra ne mažesnė už 7: P(D) = į E i (skaiciai 9, 10, 
14; 15, 21): 


Atsakymai. a) L: b) 1 c) 1; d) à 
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237. 


238. 


239. 


240. 


241. 
242. 


243. 


244. 


245. 


I skaitmuo | II skaitmuo | Skaičius 
2 4; 5;6 | 24; 25; 26 
4 | 2:56. | 42; 45; 46 
5 2:4; 6 52; 54; 56 
6 2; 4; 5 62; 64: 65 


Iš viso E skaičių, tai n = = 18 
P(A) = $= į, P(B) = 5 = 4, P(C) = $ = 4, P(D) = $ = 


1) a) Kai skaitmenys nesikartoja: 12, 13, 21, 23, 31, 32; 
b) kai skaitmenys kartojasi: 11, 12, 13, 21, 22, r^ 31, 32, 33. 


STS) 


2) a) Kai skaitmenys nesikartoja: LSS 2 = 1; 
kai skaitmenys Kartojasi: P(B) — à = =h 

b) Kai skaitmenys nesikartoja: p & E L: 
kai skaitmenys kartojasi: P(D) = à = i. 

€) Kai skaitmenys nesikartoja: P(E) — Z ES i 


kai skaitmenys kartojasi: P(F) — 9. 
1) Kai skaitmenys nesikartoja: 10, 12, 20, 21; 
2) kai skaitmenys gali kartotis: 10, 11, 12, 20, 21, 22. 


a) A, — atsitiktinai i$ 1) sąrašo parinktas skaičius dalijasi iš 2: P(Aj) = i 
A» — atsitiktinai iš 2) sąrašo parinktas skaičius dalijasi i$ 2: P(A2) = 4 = Z, 
b) B, — atsitiktinai iš 1) sąrašo parinktas skaičius dalijasi i$ 5: P(Bj1) = Ž = t. 
B» — atsitiktinai iš 2) sąrašo parinktas skaičius dalijasi iš 5: P(B>) = à = i 
€) C, — atsitiktinai iš 1) sąrašo parinktas skaičius dalijasi iš 10: P(Cj) = 2 = 1; 
C» — atsitiktinai iš 2) sąrašo parinktas skaičius dalijasi iš 10: P(C>) = i = i. 
d) D, — atsitiktinai i$ 1) sąrašo parinktas skaičius dalijasi ir iš 2, ir iš 3: 


P(Di) 2 4. 


D» — atsitiktinai i$ 2) sąrašo parinktas skaičius dalijasi ir iš 2, ir iš 3: P(D5) = L 


Sudarome galimų skaičų lentelę. 
I skaitmuo | II skaitmuo | III skaitmuo | Skaičius 

l 2 3 123 
3 2 132 

2 l 3 213 
3 l 231 

3 l 2 312 
2 l 321 | 


1 = 6. 

Atsakymai. a) P(A) = į = $ (A — skaičiai didesni uz 200: 213, 231, 312, 
321) b) P(B) = ž = 1i (B — skaičiai, kurie prasideda lyginiu ir baigiasi 
nelyginiu skaitmeniu: 213, 231); c) P(C) = Z 5 
prasideda ir baigiasi nelyginiu skaitmeniu: 123, 321). 
1) a) Negali; b) negali; 2) 0 < P(A) € 

a) På) =1- 5 = AET 
c) P(A)=1 —-0= 1. 


Iš viso 6 skaičiai, tai 


— 


i (C — skaičiai, kurie 


Įvykis A — lemputė perdegs per mėnesį, priešingas įvykis A — lemputė neper- 
degs per mėnesį. 

Atsakymas. P(A) = 1 — P(A) = 1 — 0,13 = 0,87. 

Vienas kitam A yra įvykiai A ir E; B ir C; A ir D. 

P(A) = tai (E) 21— 4 

P(B) = „tai P(C)=1- $ = LL: 


P4) - LuiP( = 1-1 f. 


2m. 
2 


Šis uždavinys supažindina su statistiniu įvykio tikimybės apibrėžimu. 

Galima pasiūlyti atlikti ir kitokius eksperimentus: daug kartų mesti kauliuką ir 
įvertinti, pvz., 6 akučių atsivertimo tikimybę ar pan. 

Ši medžiaga mokiniams nėra privaloma, bet besidomintiems matematika sutei- 
kia galimybę plačiau pažvelgti į tikimybių teoriją. 


132 


13.2. Įvykio tikimybė 


13.3. Rinkiniai 


Šiame skyrelyje aptariami įvairūs rinkinių skaičiavimo 
būdai — surašymas; galimybių medis; daugybos taisyk- 
lė. Jie visi žinomi iš pagrindinės mokyklos. 13.1 sky- 
relyje daugiau dėmesio skiriama rinkinių surašymui. 
13.3 skyrelyje parodoma, kad tą patį uždavinį galima 
spręsti įvairiais būdais. Mokiniams verta parodyti visus 
būdus, bet spręsdami jie galėtų rinktis tą, kurį geriau- 
siai supranta. Daugiau dėmesio skiriama daugybos tai- 
syklės taikymui. Verta priminti, kad daugybos taisyklė 
taikoma, kai: 


1) rinkinį sudarantys elementai imami iš skirtingų ai- 
bių (žr. užd. 247); 

2) rinkinį sudarantys elementai imami iš tos pačios ai- 
bės, bet yra svarbi elementų išdėstymo tvarka rin- 
kinyje (žr. užd. 248). 

Kai rinkinį sudarantys elementai imami iš tos pačios 

aibės, bet nesvarbi jų išdėstymo tvarka rinkinyje, tai- 

koma daugybos taisyklė su dalyba — dalijama iš rinki- 
nį sudarančių elementų sutvarkymų skaičiaus (žr. užd. 

257). 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 246—252, 257-261. 
Vidutinis lygmuo: 253—256, 263—265. 
Aukštesnysis lygmuo: 262, 266. 


246. a) 12; b) 8; c) 12 + 8 = 20; d) 12. 8 = 96. 
247. a) 2.3 = 6; b) 6:3— 18:06) 3.5 = 15; d) 5. (2 + 3) = 25. 
248. a) 3.2.1 23! 26; b) 4. 3.2.1 — 4! 224: 6) 5.4.3.2.1— 5! = 120. 


249. a) 3! = 6; b) 4! = 24; c) 5! = 120. 

250. a) 15*; b) 205; c) 30!. 

251. a) 3! = 6; b) 4! = 24; c) 15!. 

252. a) 4.3.2 = 24; b) 6.5.4 = 120; c) 8.7.6 = 336; d) 100.99. 98 = 970 200. 
253. 


I vieta | II vieta | III vieta | Pasiskirstymas 
Z J B ZJB 
B J ZBJ 
J Z B JZB 
B Ž JBŽ 
B Ž J BZJ 
J Z | BE 


Atsakymas. Iš viso yra 6 būdai. 

254. I vietą gali užimti bet kuri iš 4 plaukikių, tada II-ąją — bet kuri iš 3 likusių, o 
III-iaja — bet kuri iš dviejų likusių. todėl būdų skaičius yra 4-3 -2 = 24. 
Atsakymas. 24. 

255. a) 12-11 - 10 = 1320; b) 12-11 - 10-9. 8 = 95040. 


256. Aišku, kad sudarant skaičius, yra svarbi skaitmenų tvarka. 
1) Nagrinėjame atvejį, kai skaitmenys skaičiuje nesikartoja. 
a) I-ąjį skaitmenį galima parinkti 3 skirtingais būdais, II-ąjį — 2, III-ąjį — 1, 
todėl: 3-2-1 =6. 
Analogiškai samprotaujame, spręsdami b), c), d) dalis. 
e) Kadangi O negali būti pirmuoju skaitmeniu, tai pirmąjį skaitmenį parinkti 
yra 3 būdai; parinkti antrąjį skaitmenį taip pat yra 3 būdai, nes juo gali būti ir 
0; trečiąjį skaitmenį galima parinkti 2 būdais. Gauname: 3-3-2 = 18. 
Atsakymai. a) 6; b) 24; c) 120; d) 504; e) 18; f) 48; g) 648. 
2) Nagrinéjame atveji, kai skaitmenys skaiciuje gali kartotis. Tada kiekvienu 
atveju pasirinkti antrąjį ir trečiąjį skaičių yra tiek pat galimybių, kaip ir pirmąjį. 
Atsakymai. a) 3-3-3 = 27; b) 4-4-4 = 64; c) 6-6-6 = 216; d) 9.9.9 = 729; 
e) 3.4.4 = 48; f) 4.5.5 — 100; g) 9-10- 10 = 900. 

257. Sprendžiant šį uždavinį taikome daugybos taisyklę su dalyba, nes rinkinį suda- 
rantys elementai imami iš tos pačios aibės ir jų (šiuo atveju skirtingų duonos 
rūšių) išdėstymo tvarka rinkinyje nesvarbi. 


Atsakymai. a) E = 6; b) Ha =4. 


Pastaba 

Dalyje d) taikoma daugybos taisyk- 
lė, nes sudaromi obuolių ir kriaušių 
„rinkiniai“ (t.y. rinkinį sudarantys 
elementai imami iš skirtingų aibių). 
Priminkite mokiniams 

skaičiaus faktorialo sąvoką: 
1-2-3.....nzn! 

Pastaba 

Cia svarbi tvarka, nes statant len- 
tynoje skirtingas knygas, gaunamas 
skirtingas „vaizdas“. 


Pastaba 

Sprendžiant e-g dalis reikia atkreip- 
ti dėmesį, kad 0 negali būti pirmuo- 
ju skaitmeniu. 


13.3. Rinkiniai 
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258. 


259. 


260. 


261. 


262. 


263. 


264. 


265. 


266. 


Renkamės iš vienos aibės (žaidimų), todėl tvarka nesvarbi. 


Atsakymai. a) 22 = 105; p) EB. — 455; e) 351332. — 1365; 


ji S e) 1514-13121 10:9-8-7:6 — 3003. 


a) 12; = 66; c) 319 = 220; d) 111193 = 495; 

e) 12-11- 109376.5 = 495; p J. 

Sai galima taip: žaidžia po du žaidėjus (t. y. sudarome rinkinį iš dviejų 
elementų), kur M us nip nes vienas su kitu Zaidéjai ZaidZia viena karta. 
Atsakymai. a) $$ = 15; b) $7 = 28; e) 102 = 45; a) B = 105. 


a) Situacija analogiška užd. 260. Randame 208 = 190. 
b) Čia galimas ir toks samprotavimas — kiekvienas iš 20 mokinių išdalina po 
19 nuotraukų (visiems, išskyrus save), todėl išdalyta 20 - 19 = 380 nuotraukų. 


Atsakymai. a) 190; b) 380. 


a) Iu — 66; b) Tak tra 121: 10 — 220; q Hi 1001; 
e) 12-14 = 168 (šiuo atveju Kailis dés tik daugybos taisykle, nes renkamės 
iš skirtingų aibių: merginų ir vaikinų); 

f) 66-91 = 6006 (pasinaudojame šio uždavinio a) ir b) dalies rezultatais); 
g) 220-1001 = 220 220 (pasinaudojame šio uždavinio c) ir d) dalies rezultatais); 
h) 12-1001 = 12012 (pasinaudojame šio uždavinio d) dalies rezultatais). 


a) Čia svarbi tvarka, elementai — iš tos pačios aibės, tai 6-5-4-3-2-1 = 720. 
b) Kai pirmoji raidė parinkta, tai likusias korteles dėliojame 5! = 120 būdų. 
c) Parinktos dvi raidės, dėliojame likusias 4! = 24 būdų. 

d) Įvykis A — atsitiktinai iš sudarytų rinkinių parinktas raidžių šešetas sudarys 
žodį MONETA. Iš a) dalies turime, kad n = 720. Kadangi tik vienu atveju 
gausis žodis MONETA, tai m = I ir P(A) = 7h 

e) Įvykis B — atsitiktinai iš sudarytų rinkinių parinktas raidžių šešetas prasidės 
raide M. Vėl n = 720, o iš b) dalies m = 120, tai P(B) = m = = EX. 

f) Įvykis C — atsitiktinai iš sudarytų rinkinių parinktas raidžių šešetas prasidės 
raide M, » pasibaigs raide A. Vėl n = 720, o iš c) dalies m = 24, tai 
P(C) = 76 = 30 

Atsakymai. a) 720; b) 120; c) 24: d) „g: €) L: D 3. 


Punktuose a)-c) tvarka nesvarbi, objektai iš tos pačios aibės. 

a) 291? — 190; b) 22 = 10 (laimingų bilietų yra 5); 

c) Kadangi nelaimingų bilietų yra 20 — 5 = 15, tai 3572 = 105; 

d) 5.15 = 75 (čia taikėme tik daugybos taisyklę, nes rinkinį sudarančius 

elementus imame iš skirtingų aibių — laimingų ir nelaimingų bilietų); 

e) Iš a) dalies n = 190, iš b) dalies m = 10, tai P(A) = qd; = 15: 

iš c) dalies m = 105, tai P(B) = w = Lr 

iš d) dalies m = 75, tai P(C) = 155 = $. 

Atsakymai. a) 190; b) 10; c) 105: d) 75: e) 45: 3x: B. 
ngu 


a) Galima sudaryti lentele. I$ viso yra 16 skirtin 


ų skaičių. 


[| — 
N 
INS 
N 
o] 
U 
N 
= 


= 
= 
= 
= 
O 
A 
W 
= 
= 


b) 8 (12, 14, 22, 24, 32, 34, 42, 44); c) 5 (12, 21, 24, 33, 42); 
d) iš b) dalies m = 8, tai P(A) = i = ka iš c) dalies m = 5, tai P(B) = į. 


Atsakymai. a) 16; b) 8; e) 6; d) L: e) i. 


Iš viso galimybių ištraukti 2 kubelius yra 109 = 45. 
Galimybių ištraukti 2 raudonus kubelius yra = 15, todėl nu = i 


edoan ištraukti 2 baltus kubelius yra t3 = 6, tai P(B) = = 


PBO-Z-i4 


Pastaba 
d)-f) dalyse naudojamas klasikinis 
tikimybės apibrėžimas P(A) = 7 
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Sio skyrelio medžiaga yra nauja. Mokiniai turėtų iš- . 
mokti: 


13.4. Nepriklausomi įvykiai 


mybę. 


atpažinti nepriklausomus įvykius; 


apskaičiuoti nepriklausomų įvykių sankirtos tiki- 


Įvykių sankirta atskirai nėra nagrinėjama, tiesiog sa- 


koma, kad tai įvykis „A ir B“, vadovėlyje sankirtos 


pateikti tokių įvykių pavyzdžių; 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 267-272. 
Vidutinis lygmuo: 273-279, 281, 282. 
Aukštesnysis lygmuo: 280. 


267. Atsakymai kai kuriais atvejais gali būti nevienareikšmiški. Čia svarbu, kaip 
mokiniai pagrindžia savo nuomonę, t. y. ar teisingai pritaiko įvykių nepriklau- 


somumo sąvoką. Pavyzdžiui: 


ženklas N nevartojamas. 


Įvykis A Įvykis B 


Ar įvykiai A ir B nepriklausomi? 


Pirmadienį pavėlavau į autobusą | Antradienį pavėlavau į autobusą 


Šiandien pavėlavau į autobusą Šiandien pavėlavau į mokyklą 


Nepriklausomi, nes pirmadienio 
pavėlavimas neturi įtakos antradienio 


Priklausomi, nes jei pavėlavau būtent į tą 
autobusą, kuriuo vykdavau į mokyklą, tai 
tas turi įtakos tikimybei pavėluoti į 


pavėlavimui 


mokyklą. 


268. Pažymėkime įvykius: 


269. 


270. 
271. 


272. 


273. 


274. 


A, — moneta atsivertė herbu; 

A» — lošimo kauliukas atvirto šešiomis akutėmis. 

Įvykiai A, ir A» yra nepriklausomi, o įvykis A įvyksta, kai įvyksta abu įvykiai 
A, ir Ai ty: A = Ar ir A», tada P(A) = P(Aj ir A») = P(Aj) - P(A2) = 
76 — 12; 


| 
t3l— 


B, — lošimo kauliukas atsivertė nelyginiu akučių skaičiumi. Įvykiai A; ir Bj 
nepriklausomi, todėl: 

P(B) = P(A; ir B) = PAD-P(B) = 5: 5 = 
C, — moneta atsivertė skaičiumi; 

C> — lošimo kauliukas atvirto akučių skaičiumi, daliu iš 3. 
Įvykiai C, ir C» nepriklausomi, todėl: 


1 
i 


P(C) = P(C; ir C2) = P(C1) P(C) = 1.2 L. 
Atsakymai. b: l; L. 

Pasižymime įvykius: 

A; — moneta atvirto herbu; 

A> — moneta atvirto skaičiumi. 

Atsakymai. P(A) = P(Aj1)  P(A») = 1 . I - i 

P(B) = P(A>) -P(A1) = 1 i = i 

P(C) 2 P(A) Pagel led, 

P(D) = P(Ai)  P(A5) = 1 j L Œ L 
P(A)=į-2= 5: P(B)=ž-į= 5: RC) =į- = PD) =įž-į= 34 
PA)= 5-$= 1 PB) = $ = 5 BO = 5 į= A 
PD-$i-i 

Pei p =7 PB) =f Ž= 5: POE 
PD =È = Ai POE i-r 


Pasižymime įvykius: 

A — pirmosios loterijos bilietas yra laimingas; 

B — antrosios loterijos bilietas yra laimingas. 

Atsakymai. a) P(A ir B) = P(A) - P(B) = 0,03 - 0,05 = 0,0015; 
b) P(A ir B) = P(A) - P(B) = 0,97 - 0,95 = 0,921. 

P(A) = 0,7 - 0,7 = 0,49; P(B) = 0,3 - 0,3 = 0,09; 

P(C) = 0,7 - 0,3 = 0,21; P(D) = 0,3 - 0,7 = 0.21. 


Pastaba 

Sj uždavinį galima išspręsti dviem 
būdais — nesinaudojant įvykių ne- 
priklausomumu arba naudodajantis, 
kaip parodyta vadovėlio p. 149 iš- 
sprestame pavyzdyje. Pateiktuose 
sprendimuose naudojamasi jvykiu ne- 
priklausomumu, nes toks yra šio sky- 
relio tikslas. 


Pastaba 

Sprendžiant uždavinius 270—282, 
nagrinėjamo įvykio neskaidome į 
dviejų įvykių sankirtą. Manome, 
kad tą bus nesunku padaryti, kaip 
parodyta, sprendžiant uždavinius 
268—269. 
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275. PasiZymime jvykius: 
A — Asta savaitgalį aplanko tėvus; 
B — Albinas savaitgalį aplanko tėvus. 
Atsakymai. a) P(A ir B) = P(A) - P(B) = 0,8 - 0,6 = 0,48; 
b) P(A ir B) = P(A) - P(B) = 0,2 - 0,4 = 0,08. 
276. Pasižymime įvykius: 
A — per mėnesį perdegs pirmoji lemputė; 
B — per mėnesį perdegs antroji lemputė. 
Atsakymai. a) P(A ir B) = P(A) - P(B) = 0,14 - 0,2 = 0,028; 
b) P(A ir B) = P(A) - P(B) = 0,86 - 0,8 = 0,688. 
277. Pasižymime įvykius: 
A — studentas išlaikys istorijos egzaminą; 
B — studentas išlaikys geografijos egzaminą. 
Atsakymai. a) P(A ir B) = P(A) -P(B) = $-20 = 3; 
b) P(A ir B) = P(A)-P(B) 5:20 = h. | 
278. PasiZymime jvykius: | 
A — pirmas šaulys pataiko į taikinį; | 
B — antras šaulys pataiko į taikinį; | 
C — trečias šaulys pataiko į taikinį. | 
Atsakymai. a) P(A ir B ir C) = P(A) - P(B) - P(C) = 0,9 - 0,8 - 0,75 = 0,54; | 
b) P(A ir B ir C) = P(A) - P(B) - P(C) = 0,1 - 0,2 - 0,25 = 0,005; 
c) P(A ir B ir C) = P(A) - P(B) - P(C) = 0,9 - 0,2 - 0,25 = 0,045; 
d) P(A ir B ir C) = P(A) - P(B) - P(C) = 0,9 - 0,8 - 0,25 = 0,18. 
279. Detalė bus pagaminta gerai, kai bus tinkamai atliktos visos 3 operacijos, todėl: 
0,65 - 0,65 - 0,65 = 0,274625. 
Atsakymas. 0,274625. 
280. a) Jei Benas pradėjo žaidimą po pirmo bandymo, tai jis pirmuoju bandymu 
išmetė 6 akutes, o tikimybė išmesti 6 akutes lygi L. 
b) Jei Benas pradėjo žaidimą po antrojo bandymo, tai pirmuoju bandymu iškrito 
koks nors akučių skaičius (išskyrus 6), o antruoju 6, tai M . l = A 
c) Samprotaujame analogiškai kaip b): 3 X l = e 
Atsakymai. a) L: b) 3c: €) Žž. 
281. a) 35-35 = 300; D) 7 26 26 = B000 © 2620 20720 = T0000 
282. a) (0,15)? — 0,003375; b) (0,85)? — 0,614125. 
| 
136 13.4. Nepriklausomi ivykiai 


® 23. 


285. 


286. 


o 287. 


288. 


13.5. Nesutaikomi ivykiai 


Mokiniai turėtų išmokti: Kaip ir nagrinėjant nepriklausomų įvykių sankirtą, ne- 
atpažinti nesutaikomus įvykius ir pateikti tokių įvy-  sutaikomų įvykių sąjunga nėra nagrinėjama, sakoma, 
kių pavyzdžių; kad tai yra įvykis „A arba B“. Vadovėlyje sąjungos 
apskaičiuoti nesutaikomų įvykių sąjungos tikimybę. ženklas „U“ taip pat nėra naudojamas. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 283-288. 
Vidutinis lygmuo: 289—291, 293—294, 296, 298—299. 
Aukštesnysis lygmuo: 292, 295, 297. 


283. a) Įvykiai nesutaikomi, nes atliekant bandymą jie negali įvykti kartu; 


b) nesutaikomi dėl tos pačios kaip ir a) priežasties; 

€) sutaikomi, nes 2 ir 4 yra lyginiai skaičiai, todėl įvykus įvykiui A, gali įvykti 
ir B; 

d) sutaikomi, nes galėjo būti ištrauktas kryžių tūzas; 

e) sutaikomi, nes yra viena baigtis, palanki abiems įvykiams — „ištrauktas 
būgnų karalius“. 

f) nesutaikomi, nes nėra nei vienos baigties, palankios abiems įvykiams; 

g) sutaikomi, nes įvykus įvykiui A, įvykis B įvyksta garantuotai. 

Atsakymai. a), b), f) — nesutaikomi; c), d), e), g) — sutaikomi. 


a) P(A arba B) = P(A) + P(B) = 0,6 + 0.3 = 0,9; 

b) P(A arba B) = P(A) + PE) =08+5— i+ =H; 
c) P(A arba B) = P(A) + P(B) = 4 +$ = 1 = 

d) P(A arba B) = P(A) + P(B) 20.125 + 2 = 


a 


),125 -- 0,875 = |. 


t3l— 


d) Kadangi A ir B — nesutaikomi įvykiai, tai Pastaba 

P(A arba B) = P(A) + P(B) = 0,25 + 0,15 = 0.4; Reiktų pataisyti uždavinio sąlygą: 
e) Kadangi A ir C — nesutaikomi, tai jei dėžėje yra tik nurodytų spalvų 
P(A arba C) = P(A) + P(C) = 0,25 + 0,5 = 0,75; rutuliai, tai tikimybių ištraukti tų spal- 
f) Kadangi B ir C — nesutaikomi, vų rutulius suma turi būti lygi 1. 
tai P(B arba C) = P(B) + P(C) = 0,15 + 0,5 = 0,65; Todėl pakeiskime, kad P (ištrauktas 


g) kadangi tikimybė ištraukti raudoną rutulį lygi 0,1, tai tikimybė ištraukti mėlynas rutulys) = P(C) = 0,5. 
ne raudoną gali būti apskaičiuojama pasinaudojus priešingų įvykių tikimybės Atsakymai pateikti jau su pataisyta 
savybe: 1 — 0,1 = 0,9; sąlyga. 

h) jei ištrauktas ne raudonas ir ne žalias, tai ištrauktas rutulys yra baltas arba 

mėlynas, todėl P(A arba C) = P(A) + P(C) = 0,25 + 0,5 = 0,75. 

Atsakymai. a) 0,25; b) 0,15; c) 0,5; d) 0,4; e) 0,75; f) 0,65; g) 0,9; h) 0.75. 

P(A) = 55 = 5: PO) = į5 g: 


T 6 S... dal 
P(A arba B) = P(A) + P(B) = 35 + 3073» 


Kadangi kiekvienos rūšies Ko yra po keturias: 
P(A) = $ = L, P(B) = $ = L, PC) = 
Kadangi Kiekvienos spalvos kort yra po še 
PD)=%=} PBE)—-X-i PF =i- Ag 
A ir B — nesutaikomi, tai: 

P(G) = P(A arba B) = P(A) + P(B) = +} = 
D ir E — nesutaikomi, tai: 

P(H) = P(D arba E) = P(D) +P(E)=}+}=4. 

Įvykiai A, C ir B — nesutaikomi, tai: 

P(D- um arba C arba B) = P(A) + P(C) + P(B) =} +4 +4 = 
Auakymai. b b b bb b b d 


a) A — Simas laimės 50 litų: P(A) = 


2. = 
us 


NV 


t3l— 


L. 

300 60° 

b) B — Simas laimės 10 litų: P(B) = iu = b: 
c) C — Simas laimės 5 litus: P(C) = Tu = b: 
d) D — Simas laimės 2 litus: P(D) = EM = 5; 


e) E — Simas nieko nelaimės. 
Nelaiminčių bilietų yra 300 — 5 — 20 — 30 — 40 = 205, todėl P(E) = 
f) F — Simas laimės daugiau nei 5 litus, t. y., laimės 10 arba 50 litų: 


P(F) = P(B arba A) = P(B) + P(A) = 5 + 3g = 300 = 15: 


"n 
gis 
a 


205 
300 
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g) G — Simas laimės ne mažiau kaip 5 litus, t. y., laimės 5, 10 arba 50 litų: 
P(G) = P(C arba B arba A) = P(C) - P(B) +P(A) 2 5 + 5+45=> g: 
h) H — Simas laimės ne daugiau kaip 10 litų, t. y., laimės 10, 5 arba 2 litus: 
P(H) = P(B arba C arba D) = P(B) +P(C) +P(D)= -+5+ i = 37: 
i) Z — Simas laimės kokią nors pinigų sumą. Šis įvykis yra priešingas įvykiui 
E — „nieko nelaimės“, todėl Di =1- į Aja =1— a= = a 


Atsakymai. a) d b) d 153 ©) h; d) TE ;e2 "E L D igi $; h) 4 TR D. 


289. Sudarome sumų lentelę. 
1 
5 
6 
il. 
8 
8/9] 
P(A) = $; P(B) = à; 
P(C) = P(A aba B) = P(A) + P(B) = $ + = =l. 
Atsakymai. e: 2: I 
290. Sudarome sandaugų lentelę. 
P(A) = A = L P(B) = iw P(C) = 4, 
P(D) = P(A arba B) = P(A) + P(B) = $ + 4 = d 
P(E) = P(B arba C) = P(B) + P(C) = 4 +h =gh, 
P(F) = iw arba C) = PA) -P(C 2 +4 = B 
Atsakymai. EN i en i, B. 
291. P(A) = 45. P(B) = 
P(C) = P(A arba B) = P(A)--P(B) it i573 
292. Apskaičiuokime, kiek yra būdų ištraukti 2 korteles iš 15. Tvarka čia nesvarbi, 
todėl iš viso skirtingų galimybių ištraukti I kortelę iš 15 yra 15, vieną iš likusių 
14 — 14, todėl iš viso bus 15 = 105 būdai. 
Sumą 10 gausime, kai is poras: 1 ir 9; 2 ir 8; 3 ir 7; 4 ir 6 (keturiais 
atvejais). Todėl P(A) = T6 
Suma 20 gausime, kai ištrauksime poras: 5 ir 15; 6 ir 14; 7 ir 13; 8 ir 12; 9 ir 
11 (penkiais atvejais). Todėl P(B) = 135 = 5r. 
Sumą, mažesnę už 15, gausime šiais atvejais: 
Viena kortelė Antra kortelė Iš viso atvejų 
l EESO CHORO 12 
2 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 10 
3 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 8 
4 „6, 7, 8, 9, 10 6 
4 2 6,7, 8,9 4 
6 7,8 2 
42 
Taigi, P(C) — E = i. 
Suma, ne didesnę už 15 (t. y., < 15) gausime visais prieš tai išvardytais 42 
atvejais ir dar 7 atvejais: 1 ir 14; 2 ir 13; 3 ir 12; 4 ir 11; 5 ir 10; 6 ir 9; 7 
ir 8. Iš viso 49, tai P(D) = E = = 15. 
Įvykis A arba B: ištrauktų skaičių suma Jygi 10 arba 
P(A arba B) = P(A) + P(B) = 15 + 15 = 05 = 5 
Atsakymai. T X. Z, b. & 
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293. Apskaičiuokime, kiek tarp skaičių nuo 1 iki 64 yra ous iš penkin, Kadangi 
64 : 5 = 12,8, vadinasi yra 12 tokių skaičių: P(A) = į = is 
Apskaičiuojame, kiek yra dalių iš 13 skaičių: 64 : 13 = 4,92. Tokių skaičių 
yra 4, todėl P(B) = d = 15. 
Atsakymai. i k i 

294. Uždavinį sprendžiame samprotaudami panašiai kaip ir 293 uždavinyje. 
Kadangi 200 : d = 15,4, tai yra 15 skaičiaus 13 kartotinių nuo 1 iki 200, 
todėl P(A) = 3 E = db 
Kadangi UNE = m = 10, tai yra 10 skaičiaus 20 kartotinių nuo 1 iki 200, todėl 
P(B) = 15 = = L. Įvykiai A ir B age aa 
P(C) = P(A arba B) = P(A) - P(B) = J5 - A5 — 357 & 


+. 3 | I 
Atsakymai. 35. 55. g- 


295. Iš viso natūraliųjų dviženklių skaičių (10, 11,..., 99) yra 9 - 10 = 90 (taikyta 
daugybos taisyklė). 
11 kartotinių yra 9 (juos nesunku ir užrašyti 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99). 
17 kartotinių yra 5 (17, 34, 51, 68, 85). 
Pasižymime įvykius: 
— skaičius yra 11 kartotinis; B — skaičius yra 17 kartotinis. 
P(A arba B) = P(A) +P(B)= 5 + 5 = dj — as 


Atsakymas. a 
296. a) Dėžėje iš viso yra 3 + 5+ 6 = 14 saldainių. Galimybių paimti 3 saldainius 
v 14-13-12 -— 364. 
yra A = 
Galimybių paimti 3 juodojo šokolado saldainius yra 1, todėl P(A) = Au. 
b) PS paimti 3 baltojo šokolado saldainius yra MS - = 10, tai 
5 
P(B) = 34 = que 
c) Galimybių paimti 3 pieniško šokolado saldainius yra 654 = 20, tai 
20 5 Ž 
d) Galimybių paimti 2 juodojo ir | baltojo šokolado saldainį yra = +5= 15, 
tai P(D) = 4}. 
e) Galimybių paimti 2 pieniško šokolado saldainius ir I baltojo yra Si 5 2 75, 
tai P(E) = 127 


Atsakymai. a) rr b) TE c) 3r: d) E e) dp 


297. a) A — abu išimti rutuliai yra balti. Visų baigčių skaičius yra 
n = 36-36 = 1296. 
Užduotį tenkinančių baigčių skaičius yra m = 15-15 = 225. Todėl 
P(A) = P 25 
1296 — 144* . , T 
Analogiška samprotaujant, randame kitas tikimybes. 


° 2 Q 
Atsakymai. a) UE b) TE c) BI 


298. A — moteris yra prie I mašinos, B — prie II, 2 — S III, D — prie IV. 
P(A) = 20 = 4, P(B) = į = io; P(C) = i53 POD)= = 5 
a) P(A arba C) = P(A) + P(C) = 5, + Ua zd 
b) P(B arba D) = P(B) - P(D) = i5 + 35 = 42: 
c) P(A arba B arba D) = P(A) - P(B) -P(D) = + i5 55 = 3: 


d) P(A arba B arba C arba D) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D) = 1-45 35 = L. 
Atsakymai. a) < 20 b) 1 A c) d I. d) I. 

299. Pasizymime jvykius: 
A — klientui išmokėta visa draudimo suma; B — klientui išmokėta dalinė suma; 
C- klientas, nieko neismoketá: 
a) P(A) = qj; = m: D) PU) = 1000 = z: 
c) P(A arba B) = P(A) + P(B) = d 
d) P(C) = 1 — P(A arba B) = 1— no = 2. 


Atsakymai. a) To: b) ET c) TE d) 2 E 


Priminkite mokiniams 
Kiekviena karta, kai sprendZiant su- 
tinkami nesutaikomi jvykiai, reikia 
patikrinti įvykių nesutaikomumą. Pa- 
vyzdžiui, šiuo atveju įvykiai A ir 
B yra nesutaikomi, nes tarp skaičių 
dalių i$ 5, nėra dalių i$ 13. Gali- 
ma mokinių paprašyti pateikti ir su- 
taikomų įvykių pavyzdžių. Pavyz- 
džiui, įvykis A — kodas yra dalus 
iš 5 skaičius ir įvykis C — kodas 
dalus iš 15, yra sutaikomi ir formu- 
lé P(A arba C) = P(A) + P(C) čia 
jau negaliotų. 


Pastaba 

Šio uždavinio situacija gali būti mo- 
kiniams sunkiau suprantama. Ligi 
šiol mes nenagrinėjome situacijos, 
kai ištrauktas rutulys grąžinamas at- 
gal į dėžę. Galima paaiškinti, kad 
ji analogiška tokiai, kai traukiama 
po vieną rutulį iš skirtingų dėžių, 
kuriuose yra tokie patys rutuliai. 
Pastaba 

Uždaviniuose 298—299 taikomas sta- 
tistinis įvykio tikimybės apibrėžimas. 
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13.6. Geometrijos uždaviniai 


Šiame skyrelyje kartojamos uždavinių, kai duotas dy- 
džių santykis, sprendimas. Galima naudoti tiek algeb- 
rinį (įvedant nežinomąjį, sudarant lygtį), tiek aritme- 
tinį (apskaičiuojant vienos santykio dalies vertę arit- 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 300, 302, 304.1. 
Vidutinis lygmuo: 301. 
Aukštesnysis lygmuo: 304.2. 


300. Brėžinyje nurodyti dviejų pusiaukraštinių trečdaliai ir vienos — i. 
1) BB, =3-O0B, =3-1,1 = 3,3 
2) AA, =3-0A, =3. 1,2 = 3,6; 
3) Šiuo atveju, pirmiau reikia rasti, kam lygus trečdalis: Cj O = =-=7=-= 
= 1,3. Tada galima atkarpų ilgius sudėti: CC; = CO + OC; =2,6+ 1 
= 3,9, arba elgtis kaip anksčiau: CC, = 3. 0C, =3-1,3 = 3,9. 


Atsakymas. AA, = 3,6, BB, = 3,3, CC, = 3,9. 


301. B 
A C 
D 
Duota, kad ZOBA — I 


ZOAB — TD: 
Vieną santykio dalį pažymėkime x. Tada O BA = 7x, LO AB = |lx. 


Kadangi AAOB yra status, tai: 

7x + 11x = 90, 18x = 90, x = 5. 

Todėl LOBA — 7.5 =35*; ZOAB = 11 . 5 = 55°. 

Kadangi rombo įstrižainės yra jo kampų pusiaukampinės, tai: 

ZABC = ZADC =2.35° = 70°, BAC = BCD =2-55* = 110°. 
Atsakymas. 70°, 110°, 70°, 110°. 


302. B C 
A D 
Duota, kad — = s. 


Viena santykio dalį paZymime x, tai ZA = 2x; ZB = 2,5x. 

Kadangi ZA + ZB = 180“, tai 2x + 2,5x = 180; 4,5x = 180; x = 40“. 
ZA = 2-40? = 80°; ZB = 2,5 - 40° = 100°. 

ZC = ZA = 80°; ZD = ZB = 100“. 

Atsakymas. 80°, 100°, 80°, 100°. 


33. p E Cc ih 
2 2 3/4 
5/6 
L 
4 b 7/8 


Duota, kad BE =p 

ZAEB = ZEAD (vidaus priešiniai kampai), tai AABE — lygiašonis, kurio 
AB = BE. Vieną santykio dalį pažymime x, tai BE = 3x, EC = x, AB = 
BE = 3x. 

Kadangi Paagg = 14dm, tai: 

3x +3x +6 = 14, 6x = 14— 6, 65-8 x= $ =1 
Gavome, kad AB = BE =4. : 
PApcp = 28x t 4x) = l4x = 14: $ = X = 185 (dm). 


Atsakymas. 184 (dm?). 


1 
i 


metiskai, nesudarant lygties) büda. Be to. reikia Zino- 
ti trikampio pusiaukraštinių savybę, rombo. Iygiašonės 
trapecijos savybes bei kampų, gautų dvi lygiagrečias 
tieses perkirtus trečiąja, savybes. 


Priminkite mokiniams 

Rombo savybes: 

1. Rombo kraštinės lygios. 

2. Rombo priešingi kampai lygūs. 
3. Rombo kampų, esančių prie vie- 
nos kraštinės, suma lygi 180“. 

4. Rombo įstrižainės kertasi stačiu 
kampu ir dalijasi susikirtimo taške 
pusiau. 

5. Rombo įstrižainės rombo kam- 
pus dalija pusiau. 


Priminkite mokiniams 
Trapecijos savybes: 

1. Trapecijos kampų, esančių prie 
vienos šoninės kraštinės, suma lygi 
180°. 


2. Lygiašonės trapecijos kampai prie , 


pagrindo lygūs. 


Priminkite mokiniams 

Kampų, gautų 2 lygiagrečias tieses 
perkirtus trečiaja, savybes: 

1. Priešiniai kampai lygūs: 

Z3= 46; ZA = au. 

2. Atitinkamieji kampai lygūs: 


L 2 LM Z3 = LZ zz 
Z4= L8. 
3. Vidaus vienašalių kampų suma 
lygi 180°: 

3 + Z5 = Z4 + L6 = 180°. 


xw 
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13.6. Geometrijos uždaviniai 


304. Turime, kad ZA: ZB: ZC =1:2:3. 
Vieną santykio dalį pažymime x, tai ZA = x, ZB = 2x, C = 3x. 
Sprendžiame lygtį: x + 2x + 3x = 180, 6x = 180, x = 30. 
Tada ZA = 30°, ZB = 60°, ZC = 90“. 
Iš to išplaukia, kad AABC — status. Ilgiausioji jo kraštinė AB = 12cm yra 
įžambinė. 
Statinis prieš 30? kampą lygus pusei įžambinės: CB = i = 6cm. 
Toliau galima spręsti įvairiai — taikyti Pitagoro teoremą ir apskaičiuoti AC arba 
taikyti formulę $4 = lab sin C. 
Pritaikykime šią formulę: 
Sa = 1BC- AB sin60° = 1.6.12. sin 60° = 36 > X3 = 18/3 (cm?). 


Atsakymai. 1) 30°, 60°, 90°; 2) 18 /3cm?. 
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14. STATISTIKA 


14.1. Duomenu rinkimas 


Generaline aibe (arba populiacija) ne visada lengva nu- 
sakyti, daZnai büna sunku jvertinti jos dydi. Kuo po- 
puliacija didesnė, tuo sunkiau tą padaryti. Populiaci- 
jos nustatymas — pirmasis žingsnis renkant duomenis. 
Dažniausiai duomenys renkami ne iš visų populiacijos 
narių, bet tik iš jos dalies, vadinamos imtimi, kuri turi 
būti reprezentatyvi, kad padarytos išvados apie popu- 
liaciją būtų patikimos. Sprendžiant pateiktus pratimus, 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 314, 316, 318. 
Vidutinis lygmuo: 315. 


svarbu, kad mokiniai suprastų ir teisingai naudotų gene- 
ralinės aibės, imties ir reprezentatyvios imties sąvokas, 
suprastų, kaip naudojant atsitiktinių skaičių lenteles (ar- 
ba skaičiuoklį) sudaroma atsitiktinė imtis. 

Mokiniai turėtų: 

e suvokti ir paaiškinti generalinės aibės (populiacijos) 
ir imties sąvokas; 

+ suprasti, kaip paimama reprezentatyvioji imtis. 


Aukštesnysis lygmuo: 317. 


314. Užduotyje nekalbama apie imties reprezentatyvumą, bet reikėtų, kad mokiniai 
bandytų nusakyti būtent reprezentatyvią atsitiktinę imtį. Vadovėlyje pateikto- 
je teorinėje dalyje yra keletas paaiškinimų, kaip sudaryti reprezentatyvią imtį. 
Jais mokiniai ir turėtų remtis. Mokinių pateikti atsakymai nebūtinai turi visiš- 
kai sutapti su čia siūlomais. Svarbiausia, kad jie skirtų populiacijos ir imties 
sąvokas, pademonstruotų supratimą apie imties reprezentatyvumą. 


Populiacija Imtis 

a) Visi Lietuvos 10 klasių mokiniai Kelių (atsitiktinai iš sąrašo parinktų) Lietuvos kaimų, 
miestelių, vidutinių miestų ir didžiųjų miestų mokyklų 
10 klasės (nebūtinai visos, jei jų yra daug). Be to, gali 
būti atrenkami ne visi tos klasės mokiniai, o tik keletas 
iš jų (pavyzdžiui, kas trečias). 

b) | Visi Lietuvos paaugliai Imtis sudaroma panašiai kaip ir a) atveju. 

c) Visi rinkimų teisę turintys Lietuvos gyven- | Imtis sudaroma panašiai kaip ir a) atveju, tik čia dar 

tojai (galima aptarti, kad tai nėra lengvai nu- | reikia atsižvelgti į rinkėjų amžių. 
statomas dydis, rinkėjų sąrašų sudarymas yra 

komplikuotas — dalis gyventojų nedeklaruo- 

ja gyvenamosios vietos, nėra patikimos ap- 

skaitos ir pan.) 

d) | Visi Lietuvoje gyvenantys žmonės nuo 4 me- | Imtis sudaroma panašiai kaip ir c) atveju. 

tų amžiaus. 

e) Visi Lietuvoje dirbantys pardavėjai. Sudarant imtį, reiktų atsižvelgti į vietovės, kuriose dirba 
pardavėjai, dydį (kaip a) atveju), imti skirtingų prekybos 
tinklų atstovus ir pan. 

f) Nagrinéjamais metais Vilniuje parduotos kny-| Keliuose Vilniaus knygynuose ir kitose knygu prekybos 

gos. vietose parduotos knygos; pasirinkti reikétu i3 skirtingu 
miesto vietų. 


315. a) Teiginys apibūdina nagrinėjamų metų Lietuvos abiturientų populiaciją; su- 
rinkta informacija apie visus laikiusius abitūros egzaminus. 
b) Apibūdinama nagrinėjamų metų Lietuvos gimnazijos abiturientų populiacija; 
renkant informaciją sudaryta imtis (nusako žodis „maždaug“). 
c) Teiginys apibūdina Vilniaus miesto abiturientų populiaciją; nusakytas visos 
populiacijos dydis. 
d) Teiginys apibūdina sergančius žmones Prancūzijoje, Amerikoje ir Šiaurės 
Europoje; surinkta visa informacija apie susirgusius tuose regionuose. 
e) Kadangi čia yra viešosios nuomonės tyrimo rezultatas, tai populiacija galėjo 
būti suaugę Lietuvos žmonės (18 metų ir vyresni), sudaryta imtis. 
f), g) Populiacija — vyresni nei 4 metų Lietuvos gyventojai; sudaryta imtis. 


14.1. Duomenų rinkimas 


316. 


317. 


318. 


Apskaičiuojame atsakymo lygmenį. 

a) Vyrų — 15000 = 0,5; moterų — m = 0,5. 

Kadangi tiek vyrų, tiek moterų atsakymo lygmuo apytiksliai lygus 0,5, tai 
tyrimui negresia neatsakymo iškreiptis. 

b) Miestai — 12065 = 0,5; miesteliai — 3900 = 0,6; kaimai — 405g = 0.5. 
Paaiškinimas, kaip ir a) atveju — neiškreips. 

Atsakymai. a) ne; b) ne. 

Mokytojui reiktų patikrinti, ar mokiniai teisingai apibūdino populiaciją, ar at- 
sitiktinai parinko imtį, ar imtis reprezentatyvi ir panašiai. 

Uždavinys sprendžiamas, kaip aprašyta vadovėlio 166 puslapyje. 

Atsakymai. 

a) 66, 10, 43, 25, 158, 91, 52, 111, 40, 106, 69, 131, 36, 46, 195, 123, 63, 
113, 189, 59; 

b) 66, 10, 43, 25, 158, 91, 52, 111, 40, 106, 69, 131, 36, 46, 195, 123, 63, 
113, 189, 59, 142, 98, 141, 133, 197, 116, 80, 90, 117, 134. 


Pastaba 

Šį uždavinį mokiniai turėtų spręsti 
ilgesnį laiką. Tai gali būti projekti- 
nis darbas, kuris pasitarnautų ir mo- 
kyklai. Jei mokykla nedidelė. ga- 
lima organizuoti visų mokinių ap- 
klausą. 

Galima keisti užduotį ir apsiriboti 
vienos ar kelių klasių tyrimu. Jei 
mokykla didelė, reikia sudaryti at- 
sitiktinę imtį. 

Išnagrinėjus kitų skyrelių medžia- 
gą, duomenis galima sutvarkyti, pa- 
vaizduoti grafiškai, apskaičiuoti kai 
kurias skaitines charakteristikas ir 
pan. 
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14.1. Duomenų rinkimas 


14.2. Grafinis duomenu vaizdavimas 


Mokiniai turėtų mokėti: Skyrelyje pateikiama mokiniams jau žinoma medžiaga. 
+ grupuoti duomenis, sudaryti imties dažnių lentelę; Atkreipiamas dėmesys, kada patogiau braižyti stulpeli- 
e nubraižyti imties diagrama ar histogramą. nę diagramą, o kada histogramą. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 319—323, 325. 
Vidutinis lygmuo: 324, 326, 327. 
Aukštesnysis lygmuo: 328, 329. 


319. a) 
102 kl Pažymys 2 3 4 | 5 6 7 8 9 10 
Dažnis l 2 12 | 2] 6/6] 4]4]3 
sa a d 1X 8| X151] €]a|.3 
| Santykinis dažnis | 35 | 35 | 30 | 30 | 30 | 30 | 30 | 30 | 30 


109 kl. ETE 
Dažnis 


x- |— [19 
Bs [| 
wjp 
pp olx 
BL | Ron 
Boa lala 


Santykinis dažnis 


10€ kl. Pažymys 
Dažnis 


Santykinis dažnis 


b) 
Dažnių stulpelinės diagramos 
4 a 4 b 4 c 
4| 10 10 4| 10 
T+ ži B 


Dažnis 
as NB tA a -o 4 
mA 
toL] 
auus 
oo-L] 
cr 
Ea 
Dažnis 
EDP dB OA Ou 
to [51 
TY 
BI 
RSS 
MESE EU 
oor 
rz 


Dažnis 

hp pima SN 
nO 
to- 
oq UU] 
TIT 
oou] 
o uum 


0 4 5 10 0 5.6.1 10 0 56 10 
Pazymys Pazymys Pazymys 
Santykinių dažnių stulpelinės diagramos 
| 10*. | 10 t 10° 
S £z E 2 
v sl "ds - 5 
wv 30 38 w 26 
E 47 S AT E žr 
Mal al X 3L 
£ 3 E28 rf» 36 
= BB TURAR S n2 
anga) aaa; || 
30 [] ; 28 l | a El 26 [] H 
02345678910 02345678910. 02345678910 
Pažymys Pažymys Pažymys 
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320. 


2 4 a 4 EA 
Es Es zb 
S S S 250+ 
4 E E 
Z 200+ Z 200+ Eu 52001 
g 1504 REOT g 150 
&100[ -Z 100 & 1001 
i"[ndn i*p anl 
x | < < | m E 
("in dme wid dux Aug dd Wd wa uad n3 wd4 
>ž mg ou? PG >Z ng n2» 7 >ž ag n? 
[=] S S [e] ze [el 
Skaitau tik todėl, kad liepia Patinka skaityti Mokėjimas skaityti labai 
pravers ateityje 
321. Sudarome lentelę. 
Vaikų skaičius | [ | 2 3 4 
Dažnis (vnt.) | 200 245 105 50 
Išpjovos kampo dydis | 0,6° . 200 = 120° | 0,6° - 245 = 147° | 0,6° - 105 = 63° | 0,6° - 50 = 30° 
| 
Galima atskirai apskaičiuoti, kokio dydžio kampas atitiks vieną duomenį. Iš Pastaba = 
viso duomenų yra 200 + 245 4- 105 4- 50 = 600, tai vieną duomenį atitiks: 196 atitinka 3607 = 3,6° dydžio iš- 
p = 0,6? dydžio išpjovos kampas. pjovos kampas. 
Sudarome procentinę lentelę. 
Vaikų skaičius | 1 3 4 
Dažnis (%) | 200 10096 ~ 33,396 | 283 . 100% = 40,8% | 103 - 100% = 17,5% | 20 - 100% = 8,3% 
Išpjovos kampo dydis | 33,3 - 3,6? = 120° 40,8. 3,6? = 147? 17,5. 3,6? = 63? 8,3. 3,6? = 30? 
Atsakymas. 
] vaikas 
dir ra A ir 
daugiau daugiau 2 vaikai 
3 vaikai 
322. Miestai | 
Gyvenamoji vieta | Miestai Rajono centrai | Miesteliai Kaimai Kaimai m 
Dažnis 96 | 40 25 15 20 À 
a kampo | 40.3,6 = 1449 | 25-3,6 = 90? | 15-3,6 = 549 | 20-3,6 = 727 
ydis Mieste- 
liai 
Rajono centrai 
323. Visai 
- - — nesinaudoja 
Kaip dažnai Kasdien Bent kartą Bent kartą Visai 4% : 
naudojasi internetu per savaite per mėnesį nesinaudoja | Bent kartą Kasdien 
Dažnis (7) | 38 43 15 | 4 | per 3 
Išpjovos kampo metus 
i | 38.3,6 € 137? | 43 -3,6 = 155? | 15 -3,6 = 54? | 4. 3,6 = 14? 
dydis 
Bent 
karta 


per savaite 
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14.2. Grafinis duomenų vaizdavimas 


324. Iš spręstų uždavinių mokiniai jau įsitikino, kad braižant tiek dažnių, tiek procen- 
tinių dažnių skritulines diagramas, išpjovos kampo dydis yra toks pats. Todėl 
galima sudaryti tokią lentelę. 
Iš viso darbuotojų yra 60 + 540 + 270 + 120 + 70 = 1060. 


Pastaba 

Reiktų koreguoti šio uždavinio są- 
lygą — histogramos nebraižyti, ka- 
dangi neaiškus paskutiniojo interva- 
lo ilgis. 


Amžius 20-29 30-39 | 40-49 50-59 | virš 59 
Darbuotojų skaičius 60 540 | 270 120 | 70 
Išpjovos kampo 360 zoe | 360 o a; 1835 | 360 o | 360 S AI 360 o 
didumas Togo ` 60 ~ 20? | Toeg : 540? ~ 183° | 700 - 270 = 92? | Togo: 120? ~ 41? | T): 70? = 24 
Darbuotojų skaičius (%) 6% 51% | 25% 11% | 7% 
Atsakymas. 
Virš 59 20-29 Virš 59 metų 20-29 metai 
50-59 50-59 metai 
30-39 
40-49 40—49 metai 
metai 
325. Sugrupavę duomenis į nurodytus intervalus, braižome histogramą. į 
Atkreipkite mokinių dėmesį, kad horizontalioje ašyje nebūtina pradėti žymėti 6 
nuo 0, Zymime nuo pirmojo intervalo pradžios. w 
Atsakymas. E 4T 
Intervalas | [4: 14) | [14; 24) | [24; 34) | [34: 44) Â 2l 
Dažnis 5 6 4 
0 4 14243444 


326. Mažiausias iš duomenų yra 150, taigi pirmasis intervalas bus [150; 155); di- 
džiausias — 182, tai paskutinis intervalas [180; 185). 


Atsakymas. 


Skelbimų skaičius 


[ Ūgis | [150; 155) | [155; 160) | [160; 165) | [165; 170) 
| 6 6 


[170; 175) | [175; 180) | [180; 185) 
| 3 


| Dažnis 3 | 6 | 4 2 
4 
= 
A 
0'150 155 160 165 170 175 180 185 Ūgis (cm) 
327. 
Intervalas | [10; 20) | [20; 30) | [30; 40) | [40: 50) | [50; 60) | [60: 70) | [70; 80) | [80; 90) | [90; 100) | [100; 110) 
Dažnis do 2 | 7 | 3.4 5 | 4 2 | 2 | 1-3 ı | ı 
Pastaba 
7! Salyga reikétu papildyti, kad 
6 išlaidos nurodytos litais. 
N 5ST 
31 
e RP 
14 
0 190 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 Išlaidos (Lt) 


14.2. Grafinis duomenų vaizdavimas 


147 


328. Sprendžiant uždavinius 325-327, buvo nurodyta, į kokio ilgio intervalus rei- 
kia grupuoti duomenis. Sprendžiant uždavinius 328 ir 329 mokiniams patiems 
reikia pasirinkti intervalo ilgį. Kaip tai padaryti? Ypatingos teorijos čia nėra, 
bet paprastai pasirenkama nuo 5 iki 15 intervalų. Jų ilgiai turi būti vienodi, 
kiekviena reikšmė priskiriama tik vienam intervalui. Taip pat galima susitar- 
ti grupuojant duomenis imti atvirus intervalus iš dešinės. Nors galima imti 
ir atvirus iš kairės. Vadovėlyje visur naudoti atviri iš dešinės intervalai, to- 
dėl galima tos tvarkos ir laikytis. Žinoma, grupuojant duomenis prarandama 
dalis informacijos. Jos prarandama mažiau, jei grupavimo intervalų skaičius 
yra didesnis. Todėl galima pasiūlyti mokiniams nubrėžti dvi, tris historgamas, 
vaizduojančius tuos pačius duomenis, pasirinkus skirtingus intervalų ilgius ir 
aptarti, kuri diagrama geriau juos atspindi. 

Čia iš viso pateikti 28 duomenys. Mažiausias duomuo — 9, didžiausias — 93. 
Sugrupuokime šiuos duomenis, parinkę intervalo ilgį, lygų 10: 


Intervalas | [0; 10) | [10: 20) | [20: 30) | [30: 40) | [40: 50) | [50; 60) | [60: 70) | [70: 80) | [80; 90) 
Dažnis l AUN 3 4 4 | 4 | 4 


[90; 100) | 
2 


Dažnis 
ol —- NURA 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 Rezultatai 
(balai) 


Pažiūrėkime, kaip pasikeistų histograma, jei intervalo ilgį padidiintume iki 20. 
Tuomet intervalų bus mažiau — tik 5: 


Intervalas [80; 100] 


Dažnis 


Histograma dabar atrodys taip: 


Dažnis 
- N32 09 UA C 210 


© 


20 40 60 80 100 Rezultatai 
(balai) 

Nesunku pastebėti, kad pirmoji diagrama turimus duomenis vaizduoja tiksliau, 
ji yra informatyvesnė, nors abi histogramos yra priimtinos. 

329. Sprendžiame panašiai kaip ir užd. 328. 
Iš viso yra 30 duomenų. Mažiausias duomuo — 3, didžiausias — 22. 
Duomenys yra intervale [3; 22]. Vietoj jo galima imti intervalą [0; 25] ir su- 
grupuoti duomenis į 5 intervalus: 


[0; 5) | [5; 10) | [10; 15) 
1 9 8 


[20; 25] | 


Intervalas [15; 20) 


Dažnis 
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Pagal ją nubraiZome histogramą. 


5 10 15 20 25 Parduotų bananų | 
masė (kg) 


Dažnis 


Pasirinkę intervalo ilgį lygų 3, gauname tokią lentelę ir histogramą. 


Intervalas | [3: 6) | [6; 9) | [9: 12) | [12; 15) | [15: 18) | [18: 21) | [21; 24] 
Dažnis | 2 | 5 6 5 6 3 3 
4 
6- 
5 
E 4+ 
"E 
e TA 
IE 


03 6 9 12 15 18 21 24  Parduoty bananų 
masė (kg) 
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14.3. Skaitinés duomenu charakteristikos 


Mokiniai turi mokéti apskaiciuoti imties skaitines cha- 
rakteristikas — vidurkį, dispersiją, moda, mediana, 
kvartilius. Skaičiuojama pagal formules ir paaiškini- 
mus, pateiktus teorinėje vadovėlio dalyje. Skyrelyje 
pateikta labai daug uždavinių, todėl mokytojas darbą 
gali individualizuoti, skirdamas mokiniams skirtingas 
užduotis. 

Nors daugeliui mokinių ši tema nėra (ir, matyt, nieka- 

da nebus) reikalinga, mokytojams vadovėlyje pateiktą 

teorinę madžiagą apie kvartilius, papildysime. 

e Skaičius, už kurį yra ne didesni ne mažiau kaip 
ketvirtadalis duomenų ir ne mažesni ne mažiau kaip 
trys ketvirtadaliai duomenų, vadinamas pirmuoju 
kvartiliu. 

e Skaičius, už kurį yra ne didesni ne mažiau kaip pusė 
duomenų ir ne mažesni ne mažiau kaip pusė duo- 
menų, vadinamas antruoju kvartiliu arba mediana. 


e Skaičius, už kurį ne didesni ne mažiau kaip trys ket- 
virtadaliai duomenų ir ne mažesni ne mažiau kaip 
ketvirtadalis duomenų, vadinamas trečiuoju kvarti- 
liu. 

Ieškodami kvartilių, imtį suskirstome į ketvirtadalius. 

Paprasčiausias atvejis, kai duomenų skaičius yra 4-ių 

kartotinis, t. y. kai imtyje yra 4, 8, 12, 16, ... duomenų. 

Pavyzdžiui, 


B 5 |68 | 8 8 | 9 10 


PRATIMAI IR UZDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 330a- d. 
Vidutinis lygmuo: 330e- g, 331—334. 
Aukštesnysis lygmuo: 336—338. 
330. a) Apskaičiuojame vidurkį: 
es 243434445484124 17+20 y 8 22: 


dispersiją: 


Kai duomenų skaičius yra nedalus iš 4. tai skai- 
čiavimas ketvirčiais pasidaro sudėtingesnis. Pa- 
vyzdžiui, kai turime 15 duomenų, tai lygiai ket- 
virtadalį sudaro 15 : 4 = 3,75. Tai reiškia, kad 
pirmasis kvartilis yra skaičius ne mažesnis už 4- 
aji (iš kairės) duomenį. Tas skaičius turi būti ir ne 
didesnis už ne mažiau kaip tris ketvirtadalius duo- 
menų (15 :4-3 = 11,25), tai jis yra ne didesnis 
už 12-ąjį (iš dešinės) duomenį. Paaiškinsime tai 
tokiu pavyzdžiu: 


11,25 
4-asis iš kairės ir 12-tasis iš dešinės yra tas pats 
duomuo. Vadinasi Q, = 6. 
Bet tokie samprotavimai bendram kursui tikrai yra 
per sunkūs. Todėl kartais kvartilių ieškome, gal- 
vodami ne ketvirtadaliais, o pusėmis: 


1) Randame medianą. 


2) Randame „apatinės duomenų pusės“ medianą 
— pirmąjį kvartilį. 

3) Randame „viršutinės duomenų pusės“ medianą 
— trečiąjį kvartilį. 

Nors toks metodas ne visada duoda tikslų atsaky- 

mą, bet yra tikrai pakankamas atvejams, nagrinė- 

jamiems šiame vadovėlyje. 


$^ 


Moda — dažniausiai pasikartojanti duomenų reikšmė: Mo = 3. 
Kadangi duomenų skaičius yra nelyginis — 9, tai mediana lygi viduriniojo 


variacinės eilutės nario reikšmei Md = 5. 
Mediana tarsi „atkerta“ pusę imties duomenų: 
2, 3, 3, 4, 5, 8, 12, 17, 20. 


Šiuo atveju duomenų „apatinė pusė“ bus 2, 3, 3, 4, 5, o „viršutinė pusė“ — 5, 
8, 12, 17, 20, t. y., kai duomenų skaičius nelyginis, mediana priklauso abiems 


pusėms. 


Pirmasis kvartilis Q; yra „apatinės duomenų pusės“ moda, o trečiasis kvartilis 
Q3 yra „viršutinės duomenų pusės“ moda. Tai mūsų nagrinėjamu atveju: 
apatinė duomenų pusė yra — 2, 3, 3, 4, 5, todėl O; = 3; 

viršutinė duomenų pusė yra — 5, 8, 12, 17, 20, todėl Q3 = 12. 


2 — (2-8.22)+(3-8.22)24+3-8.22)24+4—8.22)?+(5—8.22)7 (88.22) (12-8,22) (17-822? 4 Q0-8.22*. ~ 43 96 
= à .96. 


Pastaba 

Atkreipiame dėmesį, kad a) ir b) 
dalyse yra nelyginis, c) ir d) daly- 
se — lyginis duomenų skaičius, o 
tai turi įtakos, skaičiuojant modas 
ir kvartilius. Todėl reiktų spręsti, 
pavyzdžiui, a) ir c) arba b) ir d) da- 
lis. Uždavinio e), f) ir g) dalyse 
duomenys neišdėstyti į variacinę ei- 
lutę, todėl svarbu, kad mokiniai tai 
pastebėtų ir pirmiausiai duotuosius 
duomenis išdėstytų nuo mažiausio 
iki didžiausio. 
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331. 


332. 


333. 


c) Detaliau panagrinėsime medianos ir kvartilių skaičiavimus. 

Kadangi duomenų skaičius lyginis, tai mediana lygi dviejų viduriniųjų varia- 
cinės eilutės 3, 3, 3, 4, 5, 8, 11, 14, 15, 17 duomenų reikšmių aritmetiniam 
vidurkiui: 

Md = 333 = 6,5. 

Apatinė duomenų pusė yra 3, 3, 3, 4, 5 (nelyginis skaičius), tai Qj = 3; 
viršutinė duomenų pusė yra 8, 11, 14, 15, 17, tai Q3 = 14. 

e) Duomenų yra nelyginis skaičius — 17. Pirmiausia duomenis surašomi didė- 
jimo tvarka: 


Apatinė pusė 


1, 2, 3, 6, 6, 7, 12, 12,(12), 15, 15, 15, 19, 21, 24, 30, 52 


Viršutinė pusė 
Md = 12; Q1 = 6; Q3 = 19. 
f) ir g) dalyse duomenų skaičius yra lyginis — 10. 


g) Parodysime, kaip randame Md, O; ir Q5 su g) dalies duomenimis. Sudarome 
variacinę duomenų eilutę (išrikiuojame duomenis didėjančia tvarka): 


Viršutinė duomenų pusė 
p n MGE r 
3,4; 3,4; 3,7; 4,7; 5,0; 5,1; 5,4; 5,7; 6,4; 8,5 
sio S 
Apatiné duomeny pusé 


Md = $8331. 25,05; 91 23,7: Q3 = 5,7. 


Atsakymai. 
Vidurkis | Dispersija | Moda | Mediana Pirmasis Treciasis 
X ; kvartilis Q; | kvartilis Q3 


Surašome duomenis didėjimo tvarka: 
100; 110; 116; 118; 120; 122; 124; 125; 127; 127; 129; 130; 131; 132; 133; 
133; 134; 136; 138; 146. 


Md = 12412 = 128; 0, = E9312 = 121; Q3 = 


Atsakymai. x = 126,55; s? = 107,41; Mo = 127 ir 133; Md = 128; 
Q1 =12l; Q3 = 133. 


1334-133 
1334133 — 133, 


Variacinė duomenų eilutė: 
0; 2; 3; 4; 4; 5; 5; 6; 6; 7; 8; 8 8 9; 10; 11; 12; 13; 13; 14; 15; 15; 20; 33. 
Atsakymai. x = 9,21; s? = 31,82; Mo = 8; Md = 8; 0, =5; 03 = 13. 


Čia duomenys pateikti lentele, tai vidurkį skaičiuojame taip: duomenų reikšmes 
dauginame iš atitinkamo dažnio ir sudedame, o gautą sumą dalijame iš duomenų 
skaičiaus. 

Iš viso duomenų yra 2-7 4- 8-12 -204- 107-6 - 5 = 70 

(arba 6 +8 +14 4- 17 4- 12-7 4- 6 — 70). 

Apskaičiuokime matematikos įvertinimų vidurkį: 


= 3-24+4-74+5-8+6-124+7-20+8-10+9-6+10:5 ~ 
XMat. = 70 = 6,71. 


Apskaičiuokime lietuvių kalbos įvertinimų vidurkį: 


= 3-014615-846-1447-1748-1249-7410-6 ~ 
Tiek. = 081611 181306 216 94. 


Atsakymas. XMa. Z 6,71, XLietk. Z 6,94. 


Pastaba 

Galima parodyti mokiniams. kaip 
apskaičiuoti vidurkį, naudojant skai- 
čiuoklį, kuriame yra mygtukai sta- 
tistikos dydžiams skaičiuoti. 
Pirmiausia reikia įjungti statistikos 
dydžių mygtukus — paspausti 2ndF 
ir STAT pažymėtą mygtuką (ekrane 
turi pasirodyti užrašas STAT). 
Skaičiuojant imties vidurkį, vieną 
po kito įvedame duomenis, po kiek- 
vieno paspausdami mygtuką DATA 
(duomenys). Įvedus paskutinį skai- 
čių, spaudžiame mygtuką x ir ekra- 
ne matome vidurkio rezultatą. 


Pastaba 

Braižant abi diagramas, geriau imti 
vienodus mastelius, tuomet rezulta- 
tus galima vaizdžiau palyginti. 
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201 
18] 
161 


Dažnis | Matematika || Tct Dažnis Lietuvių kalba 


20- eee p 
s naues E lo ] 

121 222 541 
10--—— —EÀ0L > 
8I 8| 
6t- } d i 6 = $ 
4+ 4+ 
2| i = 24 
0 


678910 Pažymys 0345678910 Pažymys 


334. Apskaičiuojame vidurkį: 


— 2.5-2+2.64+2.7-74+2.8-8+2.9-10+3.0-6+3, 1-513.2:3 = 2.9. 


2+4+1+8+10+6+5+3 


Prašoma duomenis sugrupuoti į 4 intervalus. Reikia nustatyti, kokio ilgio turi 
būti intervalai. Mažiausias duomuo 2,5, didžiausias 3,2, tai 52523 = 0,175 = 
= 0,2. Todėl intervalo ilgį pasirenkame 0,2. 

Atsakymas. X = 2,9. 


| Intervalas | [2,5; n Er 25 Re E 1) [| [3,1; 32) 
| Dažnis | 


335. Randame išpjovos kampo didumus ir papildome duotąją lentelę. 
1 balą atitiks kampas, lygus: 360? : 30 = 12°. 


| Dažnis — | 1 | 4 | 7 | 10 | 8 | 
Išpjovos kampo | 12? | 48? 
didumas 


Atsakymas. X — 4. 


336. Sudarykime duomenų variacines eilutes: 
Rita: 5, 6, 7, 7, 7, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 9, 9, 10, 10 (15 duomenų); 
Laura: 4, 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 8, 8 (11 duomenų). 
Atsakymai. 


2), 3) Ritos: X? = 7,87; s? = 1,84; Mo = 8; Md = 8; Q1 =7; Q4 —9. 
Lauros: X = 6,27; s? = 1,62; Mo =6ir 7; Md — 6; Qi —55;: Q3— 7. 
4) Aukstesni Ritos rezultatai, stabilesni — Lauros. 


5) 
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eu 2 Vid 
Dažnis |. į Ritos Dažnis Lauros 


0289 2731291911532 
Ilgis (cm) 


] balas 


4 
balai 


Pastaba 
Patartina y ašyje imti tą patį maste- 
lį ir aptarti su mokiniais, kaip dia- 
grama iliustruoja rezultatų stabilu- 
mą ir ar matome, kieno rezultatai 
aukštesni. 


6 6r 

PEENES EN Jal 

31 i3 

x BENIN 
56 8910 i 45678 


9 10 d 
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337. 1) Kesto: X = 7,9, s? = 6,62; Rimo: x = 7,75, s? = 5,57. 
Kęsto rezultatai aukštesni, nes didesnis vidurkis, Rimo rezultatai stabilesni, nes 
mažesnė dispersija. 


"i Mo [|Md|Qi 
| Kesto s a ir 10 | 8 6 
Rimo 8 |6,5 


3) | Pataikymų skaičius | [3; 5 LL 7) 11759) | [9; 11) | [11: 13) 
Dažnis (Kęsto) L 5 6 3 
7 


Dažnis (Rimo) 2 | 6 | 2 
Dažnis) Kęsto Dažnis | Rimo 

7+ 
6 
5| 
4 
31 
2 
1 

UESKEK RK HE AK 0 3.15..7.1 9. 1L; B3 


Pataikymu skaicius Pataikymų skaičius 


338. 1) Istorija: X = 65,04, s? = 460,7; 
Lietuvių kalba: X = 45,6, s? = 461,4. 


2) | Istorija 75 I 
| Lietuvių kalba | 51 E 

3) Intervalas us 20) | [20; 2 [30; „B | [40; S [50; e L 70) | [70; 80) | [80; 90) | [90; 100) 
| Dažnis (istorija) 
| Dažnis (lietuvių k.) | 


Dažnis! Istorija 


O 1020 30 40 50 60 70 80 90 100 Įvertinimas 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 Įvertinimas 


4) Istorijos egzamino rezultatai aukštesni — vidurkis lygus 65,04; lietuvių kal- 
bos — žemesni, vidurkis lygus 45,6. 

Tiek istorijos, tiek lietuvių kalbos rezultatų dispersijos yra panašaus dydžio — 
460,7 ir 461,4. Tai rodo, kad abiem atvejais duomenų nutolimas nuo vidurkio 
yra panašus. 


339. Šį pratimą galima spręsti, padalijus mokinius grupėmis, bet galima jį atlikti ir 
vienam, kartojant nurodytą bandymą 4—5 kartus. 
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14.4. Koreliacija 


Nagrinéjamuose pratimuose mokiniai objekto dvie- 
ju požymių priklausomuma ar nepriklausomumą tu- 
ri paaiškinti, remdamiesi duomenų vaizdu koordinačių 
plokštumoje. Jei spręsite Nr. 346, apgalvokite, kaip pa- 
dėti mokiniams surinkti duomenis — gal reiktų sudaryti 
lentelę su visais duomenimis, apie kuriuos kalbama, o 
tada paskirti, kas kurią dalį nagrinėja ir pan. Tai vėl gi 
gali būti projektinis darbas, kuriam atlikti reikia skirti 
ilgesnį laiką. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 


Minimalus lygmuo: 340, 341, 343. 
Vidutinis lygmuo: 342, 344, 345, 
Aukštesnysis lygmuo: 346. 


Mokiniai turėtų: 

+ paprastais atvejais suprasti ir paaiškinti objekto po- 
žymių priklausomumą ir nepriklausomumą: 

+ suvokti koreliaciją kaip tam tikrų požymių priklau- 
somumo matą. 

e mokėti įvertinti koreliacijos teigiamumą ar neigia- 
mumą. 


340. a) Yra, teigiamas; b) nėra; c) nėra, nes duomenys grupuojasi ne apie pasvirąją 


tiesę; d) yra, neigiamas; e) nėra; f) yra, teigiamas. 


341. 
4 į į 
a)y b)y c) y 
94 94- * 94 . * . l 
84 . . 8+ . 8+ . w 
» 7+ P . E 74- ec . s 7 . 
= H L2 . E Ai . E 3l 
A3 &3 Ab 
24- . 2+ . 24- . P 
1 14 1 . 
a I EE E LT E S E EA E E E E E) a 
0123456789X 0 123456789X 0.123456789X 
Taip, neigiama Taip, teigiama Nėra koreliacijos 
342. Mažiausia ūgio reikšmė 145 cm, didžiausia — 178 cm; mažiausia svorio reikšmė Patarkite mokiniams 
56kg, didžiausia — 75 kg. Pirmiausia reikia atkreipti dėmesį į 
Atsakymas. Požymiai koreliuoti teigiamai. didžiausią ir mažiausią X ir Y reikš- 
mes, tinkamai parinkti mastelius x 
: i ir y a&yse. Taip pat paminékite, kad 
Masė (kg) x ir y ašyse (vienoje ar abiejose) 
751 . duomenis pradedame atidéti nebü- 
$ tinai nuo nulio (Zr. pavyzdZius va- 
70 | dovélyje). = 
654 ais 
601 
554 r 
gua 
Ü V — n T = 
145 150 155 160 165 170 175 180. Ugis (cm) 
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343. PoZymiai yra koreliuoti teigiamai. 


4 


o 10ẸF . 
i-a 94 . 
s 8— . 
g 7 x 
2-467 
8-51 ; 
S4] 
i: | 
WIRE 
B. 14 $ 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  Praleista val 
laboratorijoje 
344. PoZymiai yra teigiamai koreliuoti. 

Egzamino | 
ivertinimas 

10 . . 

9 

| 8+ . . 
è eA 
Gld + 
5+ . 
1 Ji H 


0 4 5 6 7 8 9 10 Metinis pažymys 
345. Mažiausia amžiaus reikšmė — 37, didžiausia — 71. 
Mažiausia kraujospūdžio reikšmė — 115, didžiausia — 160. 


Atsakymas. Yra teigiama koreliacija. 
Masė (kg)! 
160 T e 

1551 


150- $ . 


0 37 40 45 50 55 60 65 70 Amžius (metai) 
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14.5. Geometrijos uždaviniai 


Sprendžiant šio skyrelio uždavinius, reikia pakartoti tinio ir apibrėžtinio keturkampių savybes; prisiminti, 
trapecijos ploto formulę, ploto vienetų sąryšius, įbrėž- kaip skaičiuojamas plotas mastelio uždaviniuose. 


PRATIMAI IR UŽDAVINIAI 
Minimalus lygmuo: 347-349. 
347. a) Trapecijos plotas 
44-6 
So = LIS Vg. 
2 
Srealus = 30 - (10000)? cm? = 3000000000 cm? = 300000 m? = 
= 3000a = 30 ha. 


b) ED= AD- BC =6-4=2cm. E E- 
Pagal Pitagoro teorema ACE D: A 6 cm D 


CD—V/6 42) = 40 =2/10cm. Priminkite mokiniams 
Trapecijos plotas: 


Kadangi tai realaus turinio uždavinys, skaičiuodami realų kraštinės CD ilgį, S= AD PEG .CE. 
imsime apytikslę jos reikšmę 24/10 % 6,3 cm. Ploto vienetų sąryšiai: 
Tada 1 m? = 100cmx 100cm = 10000 cm? 


ems = 2 
Prap. = 6 + 4 + 6,3 + 6 = 22,3 cm. la= 10 x 10 = 100m w 
Iha= 100m x 100m = 10000 m? 


Prealus = 22,3 - 10000 cm = 223 000cm = 22300m = 22,3 km. lha = 100a 


Atsakymai. a) 3000a = 30ha; b) 22,3 km. 


348. Turime, kad ZA: ZB : ZC =2:3:4. B 
Vieną santykio dalį paZymime x, tai ZA = 2x, ZB = 3x, ZC = 4x. Įbrėžtinio 
keturkampio priešingųjų kampų dydžių sumos yra lygios, todėl ZA + ZC = 
ZB + ZD, 2x +4x = 3x + ZD, ZD = 3x. C 
Keturkampio kampų suma lygi 360°, tai ZA + ZB + ZC + ZD = 360°. A 
2x + 3x + Ax + 3x = 360, 12x = 360, x = 30, ZD = 3x = 3 - 30 = 90°. 
Atsakymas. 90°. D 


349. Turime, kad AB: BC: CD —2:3:4. C 
Viena santykio dalį pazymime x, tai AB = 2x, BC = 3x, CD = 4x. Kadangi 
apibrėžtinio keturkampio priešingų kraštinių ilgių sumos yra lygios, tai B 
AB +CD = BC + AD, 2x +4x = 3x + AD, AD = Xx. 

Kadangi PApcp = 72 cm (duota), tai 

2x +-4x +3x +3x = 72, 12x 2 72, x =6. A 
AD = 3x =3-6= 18cm. 

Atsakymas. 18 cm. ww 
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KARTOJIMO UZDUOTYS 


I variantas. 


1. 


15. 


Su kuria x reikšme log, 4 = —2? 


A2 B-2 C/2 Dj Ei 


. Suprastinkite reiškinį ir apskaičiuokite jo reikšmę, kai a = 2. b = 0,2. 


1 1 
a+ logs q= bs logi 7 tarb 


. Kam lygus reiškinys 4^ - 9* . 4? . 99? 


A 36? B 36?6 C 138 D 13?6 E 26? 


. Didžiausias sveikasis nelygybės 3 — 4x > 6 sprendinys yra 


A0 B -1 € 1 D —2 E3 


. Ka reikia įrašyti vietoje klaustuko 


l-b 1i-b 
lb 3 
Alcb B1 C1- 2? D (+b? E (1 — b)? 


. Su kuriomis x reikšmėmis reiškinio = T reikšmė lygi 1? 
. Stataus trikampio ABC ZA = 29°. Raskite kampą x. 
A 
D 
C B 


. Pernai kelnės kainavo 160 Lt, o megztukas 40 Lt. Šiemet kelnės pabrango 5%, o megztukas pabrango 10%. 


Keliais procentais pabrango komplektas sudarytas iš kėlnių ir megztuko? 


„ Kurios iš lygčių neturi sprendinių? 


1) x? — 15 = 2; 2) x? +15 = 4; 3) log, (3 — v10) = x; 4) log, x = —9; Sy ===. 


„ Kūgio formos Buratino kepurės aukštis lygus 30 cm, o pagrindo apskritimo ilgis — 54 cm. Koks tos kepurės 


išorinio paviršiaus plotas? (Atsakymą parašykite 0,1 cm? tikslumu.) 


. Raskite funkcijos f(x) = (x — 1) - (x + I) - x išvestinę. 


„ Motorinė valtis, kurios greitis stovinčiame vandenyje lygus 20 km/h, upe nuplaukė 60 km ir apsisukusi grįžo 


atgal. Iš viso kelionėje valtis užtruko 6h 15 min. Koks yra upės tėkmės greitis? 


„ Kamuolys, mestas vertikaliai aukštyn, po / sekundžių pakilo į aukštį A(t) = 4,1 + 29,41 — 4.91? (metrais). 


Apskaičiuokite kamuolio greitį po 1 s. 


. Jonas tris kartus meta monetą ir stebi, kuria puse į viršų ji atvirsta. Apskaičiuokite tikimybes įvykių: 


A — visus tris kartus atvirto skaičius; 
B — visus tris kartus atvirto herbai; 
C — pirmą metimą atvirto herbas, kitus du — skaičius. 


Dešimt biologų tikrino sėklų daigumą. Kiekvienas jų pasėjo po 20 sėklų. Sudygusių sėklų skaičiai buvo 
tokie: 15, 18, 17, 14, 19, 20, 16, 17, 18, 15. Koks sėklų daigumo procentas? 
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II variantas. 


1. 


Apskaičiuokite reiškinio (2 — 4/5) - (2 + /5) reikšmę. 
A9 BI C-/5 D-1 E3 


. Suprastinkite reiškinį ir apskaičiuokite jo reikšmę, kai a = 21, b = 2. 


(VBa — b) - (VBa + b) + N b^ 


3 
1530 5 


. Kam lygus reiškinys 25 


4515 


A()" 555 c(l)? Ds? p 


. Skaičius a < 0, skaičius b > 0. Kuris iš duotų skaičių yra didžiausias? 


b+5 a b—a 5 a 
A a B b C 5 D a—b E b4-6 


. Kurie iš duotuju reiškinių: 


a) (1 — 2a); b)(-24— 05; 0) 4(a — 17; d) 2(a — LV", 
yra lygūs reiškiniui (2a — 1)?? 
A a) ir c) B a) ir b) € b) ir c) D b) ir d) E nė vienas iš duotuju 


6. Su kuriomis x reikšmėmis turi prasmę reiškinys ————? 
—x2+25 
7. Apskaičiuokite kampo DEB dydį, jai ZA = 55°, ZC = 75°, DB = EB. 


13. 
14. 


. Šeima investavo į verslą 4000 litų. Už dalį pinigų sutartos 10% metinės palūkanos, už likusius pinigus 


sutarta 2096 palūkanų. Metų pabaigoje šeima gavo 460 litų palūkanų. Kiek pinigų buvo investuota už 1096 
ir kiek už 2076 palūkanų? 


„ Kurios iš lygčių neturi sprendinių? 


1) sinx = 0,93; 2)sinx = 1 — 42; 3) cosx = 5; 4)tg(x +2) = 0; 5) cosx = £ +4. 


. Pirmojo puodo aukštis yra 16 cm, o dugno skersmuo — 18cm. Antrojo puodo aukštis yra 18cm, o dugno 


skersmuo — 16cm. Į kurį puodą telpa daugiau vandens? Keliais procentais daugiau? 


. Apskaičiuokite f'(—1), kai f(x) = x? + 3x? + (x — 2). 


. Tuo pačiu metu iš skirtingų miestų vienas priešais kitą išvažiuoja du automobiliai. Atstumas tarp miestų 


lygus 350 km. Automobiliai susitiko po 2 valandų. Automobilių greičių santykis lygus 3 : 4. Apskaičiuokite 
abiejų automobilių greičius, 

Raskite didžiausią ir mažiausią funkcijos f(x) = 1 + 3x — 3x? reikšmę intervale [0; 2]. 

Dėžutėje yra penkios kortelės, sunumeruotos skaičiais 1,2, 3, 4, 5. Iš tos dėžutės nežiūrint traukiamos dvi 
kortelės. Raskite tikimybes įvykių: 

A — abiejų kortelių numeriai yra lyginiai; 

B — abiejų kortelių numeriai yra nelyginiai; 

C — kortelių numerių suma lygi 8. 
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Kartojimo užduotys 


15. Rimas surašė per metus gautus matematikos pažymius: 


8,8, 10, 9, 3, 3, 2,4, 5,9, 10, 8,4, 3, 2, 8, 10, 3, 5, 6. 


Agnė savo matematikos pažymius pavaizdavo stulpeline diagrama. 


Dažnis 


12345678910 Pažymys 


1) Sudarykite Rimo ir Agnės pažymių dažnių lenteles. 
2) Raskite abiejų mokinių pažymių vidurkius ir medianas. 


II variantas 
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Matematika 11—12. Bendrasis kursas 
Mokytojo knyga 


2007 12 22. 10 sp. 1. Užs. Nr. 262 
Leidykla TEV, Akademijos g. 4, LT-08412 Vilnius 
Spausdino UAB „Petro ofsetas“ 

Žalgirio g. 90, LT-09303 Vilnius 


Šią mokytojo knygą rengė: i 
Jolanta Knyvienė, Milda Vosylienė ir Elmundas Zalys. 


Knyga skiriama mokytojui, dėstančiam matematiką XI-XII klasėse 
pagal vadovėlį „Matematika 11-12. Bendrasis kursas“. 


Mokytojo knygos struktūra tokia pat, kaip ir vadovėlio. Čia rasite: 
+ patarimus ir pastabas kiekvienam vadovėlio skyreliui; 

+ uždavinių sprendimus, komentarus ir atsakymus; 

+ kurso kartojimo užduotis. 


Knyga naudinga ne tik mokytojams, bet ir moksleiviams bei jų tėvams... 
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